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Resumo

Este trabalho explora os Métodos de Monte Carlo em conjunto com Cadeias de Markov, com foco
nos algoritmos Metrépolis-Hastings e Gibbs Sampling. Essas técnicas sao aplicadas para amostragem
de distribui¢des complexas, sendo especialmente relevantes na inferéncia bayesiana. A andlise aborda
a questdo crucial do tempo de mistura, destacando sua importancia na geragdo de amostras preci-
sas. Apesar de oferecer uma visdo geral abrangente, este trabalho reconhece a evolugdo constante do

campo e aponta para desafios futuros, como a determinagao precisa do tempo de mistura.

Palavras-chave: Métodos de Monte Carlo, Cadeias de Markov, Metrépolis-Hastings, Gibbs Sampling,

Inferéncia Bayesiana, Tempo de Mistura.



Abstract

This work explores Monte Carlo Methods in conjunction with Markov Chains, focusing on the
Metropolis-Hastings and Gibbs Sampling algorithms. These techniques are applied for sampling com-
plex distributions, with particular relevance in Bayesian inference. The analysis addresses the crucial
issue of mixing time, emphasizing its importance in generating accurate samples. Despite providing
a comprehensive overview, this work acknowledges the constant evolution of the field and points to

future challenges, such as the precise determination of mixing time.

Keywords: Monte Carlo Methods, Markov Chains, Metropolis-Hastings, Gibbs Sampling, Bayesian

Inference, Mixing Time.
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1 Introdugao

A presente pesquisa tem como foco de investigacdo as Cadeias de Markov e os Métodos de Monte
Carlo, com o propésito de compreender o renomado algoritmo Monte Carlo por Cadeias de Markov
(MCMCQ).

Cadeias de Markov, batizadas em homenagem ao matematico russo Andrei Markov, constituem mo-
delos estocasticos que descrevem uma sequéncia de eventos, onde a probabilidade de transi¢do entre
estados depende exclusivamente do estado atual, desconsiderando a sequéncia de eventos preceden-
tes. Ampla e diversamente aplicadas em campos como ciéncia da computagdo, estatistica, economia e
modelagem de fendmenos naturais, essas cadeias representam estados possiveis, regidos por probabili-
dades de transi¢do. Sua propriedade notavel é a independéncia condicional, onde a transi¢do para um
proximo estado depende unicamente do estado atual. Essa caracteristica fundamental torna as Cadeias
de Markov ferramentas essenciais para modelar sistemas dindmicos e prever comportamentos futuros,
sendo cruciais em andlise de dados e teoria de probabilidade.

O Método de Monte Carlo, uma abordagem estatistica e computacional amplamente empregada
para resolver problemas complexos envolvendo incerteza e aleatoriedade, utiliza técnicas de amostra-
gem aleatéria para estimar solu¢des numéricas. Nomeado em referéncia ao famoso cassino de Monte
Carlo, esse método é aplicado em diversas dreas, como fisica, finangas, engenharia e ciéncias da compu-
tagdo. Sua eficacia reside na habilidade de lidar com problemas multidimensionais complexos e integrar
solucdes para equagdes sem solugdes analiticas diretas. Ao simular eventos aleatérios repetidamente,
o método produz estimativas numéricas confidveis, tornando-se uma ferramenta valiosa para analise e
tomada de decisdes em situagdes onde a modelagem analitica tradicional pode ser desafiadora.

O Método de Monte Carlo por Cadeias de Markov (MCMC) é uma técnica estatistica que utiliza
o algoritmo Metropolis-Hastings para amostrar dados de distribui¢des complexas. Esse algoritmo re-
aliza uma “caminho aleatério” por diferentes valores possiveis, favorecendo os mais provaveis. Essa
abordagem é particularmente titil na estimativa de parametros desconhecidos em modelos estatisticos
complexos, especialmente na estatistica bayesiana. A relevancia do MCMC destaca-se em sua aplicacdo
generalizada em areas como aprendizado de maquina e bioinformaética, oferecendo uma maneira efici-
ente de explorar e amostrar distribui¢des de probabilidade dificeis de serem analisadas diretamente.

Este trabalho foi fundamentado em um curso da UFR], intitulado “Algoritmos de Monte Carlo e
Cadeias de Markov”, ministrado por Daniel Ratton'. Apresentamos o Método de Monte Carlo, que
utiliza a aleatoriedade para obter solugdes aproximadas. Discutimos as Cadeias de Markov e seus
conceitos fundamentais, como aperiodicidade, irredutibilidade, reversibilidade, distribuicdo estacio-
néria, tempo de mistura e spectral gap, demonstrando também como simular Cadeias de Markov de
forma eficiente. Por fim, alcangamos nosso objetivo ao apresentar o algoritmo MCMC, destacando o

Metropolis-Hastings e o Gibs Sampling.

Ihttps://www.cos.ufrj.br/~daniel/
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2 Msétodo de Monte Carlo

Nesta secdo, abordaremos o Método de Monte Carlo, uma técnica estatistica e computacional poderosa
para estimativa e simulacdo. Vamos explorar desde a estimativa de somatdrios até aplicagdes praticas,

como a Integracdo de Monte Carlo.

2.1 Visao Geral

O Método de Monte Carlo é uma classe de algoritmos baseada em amostragem aleatéria repetida, com
o objetivo de obter uma solugdo aproximada para problemas deterministicos. A ideia central é que um
grande ntiimero de amostras repetidas acaba por revelar a solugdo. A base tedrica é a Lei dos Grandes
Ntumeros (veja o Teorema D.5).

A técnica de Monte Carlo tem origens notaveis na Segunda Guerra Mundial, durante o Projeto
Manhattan, quando cientistas como Stanislaw Ulam e John von Neumann trabalhavam em problemas
relacionados a difusdo de néutrons. Ulam teve a ideia enquanto se recuperava de uma doenga e jogava
paciéncia (solitdrio) para passar o tempo [1].

A abordagem de Monte Carlo recebeu esse nome em referéncia ao famoso cassino Monte Carlo
em Monaco, conhecido por jogos de azar e aleatoriedade. Ulam e von Neumann perceberam que a
simula¢do de eventos aleatérios usando métodos estocasticos poderia ser aplicada para resolver uma
variedade de problemas complexos. Uma leitura seminal sobre o assunto é fornecida por Ulam e von
Neumann em seu trabalho pioneiro [2].

Atualmente, o0 método de Monte Carlo é amplamente utilizado para abordar diversos problemas,

incluindo pesquisa em drvores [3], localizagdo de robds [4], entre outros desafios.

2.2 Estimando Somatoério

Podemos estimar um valor de um somatério quando o ntimero de parcelas é muito grande e o calcular

o valor de cada parcela é facil. Vamos estimar o somatdrio abaixo

N
Gy = Zg(l)

utilizaremos a aleatoriedade com o artificio do valor esperado para aproximar o somatdrio.

Seja X uma v.a uniforme em [1..N] ou seja



logo, temos que Gy = NE[g(z)]. Podemos entdo gerar amostras e fazer a média para estimar

Elg(2)].
Seja X; uma sequéncia de v.a uniforme em [1..N], escolhemos um valor n < N para o nimero de

amostras e fazemos a média amostral

observe que

logo E[M,,] = E[g(X)] para qualquer valor de n, ou seja pela lei dos grandes nimeros temos que

lim M, = E[g(X)]

n—oo

portando concluimos que N M,, é um estimador para G n.

2.21 Vantagens e Desvantagens

Quando substituir Gy = Zivzl g(i) por M,, = L5  ¢(X;) é uma escolha vantajosa? Vérios fatores

devem ser considerados:

* namero de parcelas (IV);

® numero de amostras (n);

¢ complexidade da funcéo g(4)

Esta abordagem é apropriada

* Se computar o valor de g(i) é eficiente, entao é benéfico o uso quando N é grande.

¢ Se g(i)envolver cdlculos computacionais intensivos é vantajoso usar mesmo com um valor menor

de N.

Quando a fungdo g(7) é altamente “erratica”, o uso do método pode ndo ser recomendado. Por exem-
plo, se um determinado valor de g(7) for significativamente maior que o restante da soma, o estimador

pode se tornar impreciso, especialmente quando o niimero de amostras ndo é grande o suficiente.



2.3 Estimando PI

Podemos estimar o valor de 7 utilizando Monte Carlo?. A ideia central consiste em expressar m como
uma relacgdo entre reas e, em seguida, utilizar o método de Monte Carlo para estimar essa relagdo.

Considere que
e A, =1:= Area do quadrado

o A, =mr? =% := Area do circulo

expressamos entdo m como T = 4‘3: .
Y
0,1yt (1,1)
>z
(0,0) (1,0)

Figura 1: Exemplo do Circulo

Utilizando o exemplo ilustrado na Figura 1, podemos estimar 4

< gerando n pontos uniformemente
q
distribuidos no quadrado e medindo a fragao de pontos que se encontram dentro do circulo.

Sejam X e Y duas v.a contiguas uniformes em [0..1] e g(x,y) a fun¢do indicadora do ponto (z,y)

estar dentro do circulo, podemos definir g(z, y) como

1 se(zx—05)2+(@y—052<1,
g(z,y) =
0 caso contrario

Considerando sequéncias i.i.d. X;, Y; uniformemente distribuidas em [0, 1], podemos obter n amos-

tras e calcular a média amostral conforme apresentado abaixo:

7r
lim M, = —
im 1

n—oo

Dado que ﬁ—; = 7 pela Lei dos Grandes Numeros, temos que

lim M, =

n—oo

I

Assim, podemos estimar 7 por 4M,,.

2podemos estimar qualquer valor que tenha relagio geométrica



2.3.1 Defininindo Precisdo e Confianca

Vamos utilizar Chebyshev para para determinar o nimero de amostras necessario para atingir uma
precisdo e = 10~* com uma confianga de 3 = 0.99 (veja Subsecdo D.3). Para isso, precisamos calcular a

variancia 02, que ¢ dada por:

o” = Var[g(X,y)] = (Z) (1 - %)

embora o valor exato de 7 seja desconhecido, sabemos que a varidncia de uma variavel indicadora é
méxima quando a probabilidade p é §, ou seja o = 1.

Substituindo essa varidncia na desigualdade de Chebyshev, obtemos:

0.25

11— — " =099
(104" n
0.25
= 0.01
10-8n
1
= 0.04
10—8n
1
1078 = —
0" =501
1
he—
0.04-10-8
1
"= 1010
n=25-10°

Portanto, concluimos que o nimero de amostras necessério para estimar 7 com uma precisdo de 10~% e

uma confianca de 0.99 é 2.5 - 10° amostras.

2.4 Integracdo Numérica

Considere o problema de calcular a integral definida de uma fungéo:

Podemos encontrar um problema quando a fun¢do nao é integravel analiticamente, como ilustrado no
exemplo da Figura 2.
Podemos abordar esse problema usando o método de Monte Carlo. A classe que lida com esse tipo

de problema é conhecida como Integragio de Monte Carlo.

2.4.1 Integracdo de Monte Carlo

A integracdo de Monte Carlo é uma generalizagdo do método usado para estimar o valor de 7 (veja
Subsecdo 2.3). O método consiste em estimar a razdo entre as dreas abaixo da curva (integral) e a drea

de um quadrado usando amostras uniformemente distribuidas.

10



y sin(z3)
L Y= sy
0.75
0.5 1
0.25 1
x

0.16 0.24 032 04 048 056 0.64 072 0.8 088 0.96

Figura 2: Exemplo de fun¢do ndo integrdvel analiticamente

Suponha que 0 < h(z) < 1 para todo = € [0..1], onde h(x) é definido como:
=1
I= / h(z)dx
=0
Podemos definir uma funcéo indicadora para pontos abaixo da curva:
1 seh(z) <y,

g(z,y) =
0 caso contrario

Sejam X, Y varidveis aleatérias continuas distribuidas uniformemente em [0..1]. Podemos definir o

valor esperado:
y=1 y=0
B V)= [ [ pevewt ) dedy
y=0 =0

onde fxy(z,y) = fx(z)fy(y) = 1, pois é a densidade conjunta de duas varidveis aleatdrias continuas
independentes uniformemente distribuidas em [0..1].

Entdo, E[g(X,Y)] é a fragdo entre a drea abaixo da curva e a drea do quadrado [0..1] (ou seja,
r=1
fw:() h(l’))

Sejam X, Y; sequéncias i.i.d uniformes em [0..1]. Temos que:
N, = 2 zn: (X, V)
n - n < g 1yt
i=1
e, pela Lei dos Grandes Ntuimeros, temos que:

lim M, = h(x)

n— oo

11



3 Introdu¢ado a Cadeias de Markov

Nesta secdo, exploraremos conceitos fundamentais relacionados as cadeias de Markov, uma ferramenta
robusta na modelagem matemaética de sistemas dinamicos que incorporam elementos de aleatoriedade.
Abordaremos temas cruciais, como as proprias cadeias de Markov, o modelo on-off, a distribuigdo ao
longo do tempo, a irredutibilidade e a aperiodicidade. Para uma compreensdo mais aprofundada desses

conceitos, recomendamos a leitura de [5] como uma referéncia sélida.

3.1 Visao Geral

As cadeias de Markov constituem uma representagdo matematica dindmica de sistemas que envolvem
elementos aleatérios. Essa teoria, desenvolvida por Andrey Markov, tem suas raizes em um trabalho
seminal intitulado “Sobre a distribuicdo das grandes quantidades dependentes umas das outras” pu-
blicado em 1906 [6]. A abordagem inovadora de Markov proporcionou uma base fundamental para a
modelagem de processos estocdsticos, onde a evolugdo futura do sistema depende apenas do estado
presente, marcando assim uma contribuicdo significativa para a teoria das probabilidades e a compre-
ensdo de fendmenos aleatdrios.

Uma cadeia de Markov pode ser definida em termos de:

¢ Espaco de estados: conjunto de todos os possiveis estados que o sistema pode assumir, represen-

tando os valores possiveis das varidveis aleatdrias (podendo ser finito ou infinito);

* Matriz de transicdo (ou matriz estocastica): descreve as possiveis transicdes de estado que o

sistema pode realizar;

¢ Tempo discreto: implica uma transi¢do a cada intervalo de tempo, embora a representacdo em

tempo continuo também seja possivel;

¢ Estado inicial: indica o estado no qual o sistema inicia sua evolugao.

Uma representagdo visual comum dessas cadeias é usando um grafo direcionado ponderado, onde
os vértices representam os estados do sistema, as arestas representam as possiveis transi¢des, e 0s pesos
associados indicam as probabilidades das transi¢oes (a soma dos pesos de saida de um estado deve ser

iguala 1).

Definicdo 3.1 (Cadeia de Markov). Uma Cadeia de Markov C'M é definida por:

espago de estados
P := matriz quadrética de transi¢do de estados com dimensé&o | S|
pi,j = Pli, j]

X, := v.a. que determina o estado do sistema instante de tempo ¢ para todot =0,1,2...

12



onde cada t, X; possui uma distribui¢do diferente e obrigatoriamente temos que

IS

Zpi,j =1
=1

para todo ¢ € [1..|5]].

Exemplo 3.1 (Modelo On-Off). O modelo on-off é a CM (cadeia de Markov) mais simples, vamos

exemplifica-la aqui. Veja a representacdo da CM

O=C)

a sua matriz de transi¢do de probabilidade é

[0
Wl

N

p_ P11 =34 pi2=2/3

P2, =14 pr2=1/3

Podemos dizer que o sistema comega no estado On e entdo calcular as probabilidades:

3

PI[XO = 1] = 1,Pr[X1 = ].] = 1

1 35

PI[X1—2]—Z,P1”[X2—1]——8
13
Pr(X,=2]=—,.
e =2=75

e assim seguir infinitamente.

3.2 Propridade Sem Meméria

As cadeias de Markov ndo tem memoéria®

, isso refere-se a independéncia dos eventos ou, mais espe-
cificamente, a independéncia de v.a.s no tempo ¢ entre eventos: o tempo até o préximo evento (¢ + 1)
ndo pode ser previsto a partir do tempo até o evento anterior. Isso quer dizer que o préximo estado s
depende do estado atual, e ndo de como chegamos ao estado atual.

Considere uma trajetéria T' de estados sobre o espago de estado S, com uma matriz de transigao de

estado P definida abaixo:

T=(Xo=50,X1=51,...., X1 =5,1,X; = 5¢)

3memoryless property

13



onde s; € S. Temos que

PI‘[Xt+1 = S|T} = PI‘[Xt+1 = S|Xt = St]

= Pr[st, 5]
ou seja, podemos concluir que toda evolu¢ao na CM é em funcdo da matriz P.

3.3 Distribui¢ao no Tempo ¢

Vamos representar o estado da CM através do vetor de distribui¢cdo de probabilidade, veja Defini-

¢do 3.2

Definic¢do 3.2. Dado uma CM qualquer definimos o vetor de distribui¢do de X; como:

m(t)

denotamos

Pr[X, = s] = w5(t) := probabilidade do sistema estar no estado s no tempo ¢

No modelo On-Off em Exemplo 3.1 temos que 7 (t) é

’/Tl(t) = %ﬂ'l(t* 1) + g’lrg(tf ].)

’/TQ(t) = i’ﬂ'l(t — ].) + %’/Tg(t — ].)

intuitivamente 7;(¢ + 1) é a probabilidade de a CM estar no estado ¢ no tempo ¢ + 1, isto é, a soma das
probabilidades de transi¢do de j para ¢ dado o estado no tempo ¢.

Por exemplo vamos calcular 7(1) dado que 7(0) = (1, 0), veja o resultado abaixo:

3 2
w1 (t) 113

=W

1 1
ma(t) 1 + 3

3.3.1 Generalizando

Vamos generalizar a distribui¢do no tempo ¢, veja em

Teorema 3.1 (Distribui¢do no tempo t). Dado uma CM qualquer, um espaco de estados .S, um

tempo ¢, temos que

El
2i(t) = Pr[X; = i] = Zpi,ﬂj(t —-1)

14



Demonstragiio. Vamos demonstrar que z;(t) = Pr[X; =] =3, ¢ P jm;(t — 1), para isto basta usarmos

a lei de probabilidade total (veja em Teorema A.1), observe a manipulagdo abaixo

x;(t) = Pr[X; = 1] = Pr[X; = | X1 = j] Pr[X;—1 = Jj]

= piymt—1)
jes
Podemos escrever de forma matricial (7 é um vetor linha), veja abaixo
7(t)=n(t—-1)P=n(t—2)PP=...=7(0)P"

A vantagem é que para encontrar a distribui¢do 7 (¢) basta fazer multiplica¢des pela matriz P, mas

a md noticia é que multiplicar matriz tem complexidade O(n?)*

3.4 Irredutibilidade e Periodicidade

Nesta subsec¢do vamos definir os termos de irredutibilidade e periodicidade de uma CM. Mas antes

precisamos definir a comunicacdo entre estados. Vamos as defini¢des

Definic¢ao 3.3. Dado uma CM, considere dois estados s; e s;, dizemos que s; se comunica com s;

se e somente se s; existe algum ¢ > 0 tal que Pr[X; 4+ = s;| X, = s;], denotamos

S — Sj

Note que esta propriedade independe de ;. Neste caso a probabilidade depende apenas de
(P')[i, j]". Basta haver caminho de s; para s; no grafo direcionado da CM.

Se s; — s; e s; — s; dizemos que s; e s; se intercomunicam, denotamos:

S; < 8j

“Valor nos indices ¢, j da matriz P multiplicada ¢ vezes

Defini¢ao 3.4 (Irredutibilidade de CM). Uma CM ¢ dita irredutivel se para par de estados (s;, s;)
temos que s; <+ s;, caso contrario dizemos que ela é redutivel.

Olhando para o grafo direcionado induzido pela matriz de transigdo P dizemos que a cadeia é

irredutivel se hd caminho entre qualquer par de vértices, ou seja, um grafo fortemente conexo

4Existem algoritmos de multiplicacdo de matrizes com complexidades melhores que ctibica, mas nem sempre sdo usados na
prética.
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Observagao. No modelo On-Off em Exemplo 3.1 a CM é irredutivel!

Exemplo 3.2. Vamos dar um exemplo de uma CM redutivel, veja matriz de transicdo da cadeia

abaixo:

note que ndo existe nenhum valor de ¢ tal que (P*)[3,2] > 0 e (P*)[3,1] > 0.
Veja que intuitivamente uma CM redutivel significa que podemos “reduzir” a cadeia a um certo

vértice. Neste exemplo a partir do estado 3 ndo conseguimos alcangar o vértice 2 e 1.

Se uma CM é irredutivel, isso implica que, ao longo do tempo, é possivel alcangar qualquer estado a
partir de qualquer outro estado, tornando a cadeia globalmente conectada. Essa propriedade é essencial
para garantir que a cadeia alcance o equilibrio, ou seja, atinja uma distribui¢do estaciondria (veremos

em Definicdo 4.1) em que as probabilidades de estar em qualquer estado se estabilizem.

Defini¢do 3.5. Seja s; um estado de uma CM qualquer, e A; o conjunto dos comprimentos de

caminho que iniciam e terminam em s;, ou seja

A; = {t - (P)[i, 5] > 0}

definimos que o periodo de s; ¢ um méximo divisor comum de A;, denotamos

Definicdo 3.6. Seja s; um estado de um CM qualquer, dizemos que o estado s; é aperiddico se e

somente se d(s;) = 1

Veja que a aperiodicidade de um estado se relaciona a ideia de “caminhos de volta”, pois intuitiva-
mente a aperiodicidade implica que vocé pode encontrar caminhos de retorno a s; de comprimentos
diferentes. Se s; ndo fosse aperiddico, todos os caminhos de retorno teriam comprimentos multiplos

inteiros de um mesmo ntmero, e o estado seria periédico.

Defini¢do 3.7 (Cadeia de Markov Aperiédica). Dizemos que uma CM é aperiddica se todos os

seus estados sdo aperiédicos.

Em termos préticos, a aperiodicidade é desejavel porque garante que a cadeia de Markov alcance um
equilibrio mais rapidamente e ndo exiba padrdes periddicos previsiveis. A cadeia de Markov aperiddica

tende a ter uma convergéncia mais rdpida para sua distribuicdo estaciondria.
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Observagdo. No modelo On-Off em Exemplo 3.1 a CM ¢ aperiddica!

Exemplo 3.3. Seja uma CM representada pelo grafo abaixo:
1 0.4 0.1

veja que a CM é peridédica com periodo 2 pois ndo ha como sair do estado 1 e voltar para ele em

tempo impar.

Teorema 3.2. Seja um CM de irredutivel tal que existe um estado s; € S tal que p; ; > 0, ou seja s;

tem uma aresta em lago, entdo temos que a cadeia é aperidédica.

Demonstragdo. Basta ver que se a CM é irredutivel e possui um estado com lago entdo podemos gerar

qualquer caminho de retorno grande o suficiente para qualquer estado. O

Lema 3.1. Em uma CM irredutivel, todos os estados sdo aperiédicos ou todos sdo periédicos com

o mesmo periodo

Exemplo 3.4. Se adicionarmos um lago a um estado da CM exemplificada em Exemplo 3.3, como

abaixo:
0.25
1 0.4 0.1

tornamos a cadeia aperiédica!
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4 Explorando Conceitos Fundamentais em Cadeias de Markov

Nesta secdo vamos explorar conceitos importantissimos em Cadeias de Markov: distribuigdo estaciona-
ria, tempo de chegada, distancia de variagdo total, convergéncia e a reversibilidade. A distribuicdo es-
taciondria destaca-se pela estabilidade probabilistica ao longo do tempo, enquanto o tempo de chegada
é crucial para compreender intervalos entre eventos sucessivos. A distancia de variacdo total quanti-
fica a dispersdao em dados, e a convergéncia é essencial para a estabilidade de modelos estatisticos. A

reversibilidade em processos estocasticos sugere uma simetria temporal tnica.

4.1 Convergéncia - Distribui¢ao Estacionaria

Vamos olhar agora para a convergéncia da CM. Sabemos que para um certo estado inicial temos que
7(t) =w(t—1)P = n(0) P,

mas para onde vai lim;_, o, 7(¢)?

E possivel que uma varidvel aleatéria X; nao convirja em uma cadeia de Markov, continuando a
“passear” indefinidamente entre diferentes estados. No entanto, é igualmente possivel que a probabi-
lidade de X; atingir um estado especifico s; convirja, ou seja, a fracdo de vezes que X, assume o valor
s; pode convergir para um valor constante ao longo do tempo.

Portanto estamos interessados na distribuigdo = tal que

lim 7(t) = 7(0) P

t—o0

Definic¢do 4.1 (Distribuicio Estacionaria). Dada uma cadeia de Markov (CM) com matriz de tran-
sicdo P e espaco de estados S, dizemos que 7 é uma distribui¢do estaciondria se e somente se

satisfizer as seguintes condigdes:

ms >0 paratodos e S,
> m =1,

TP =m,

= Z m;ip;; paratodoi e S.
j€s

Ou seja, ao multiplicar = por P temos p de volta. A CM “estacionou” (convergimos), ndo temos

mais evolugdo.

Exemplo 4.1. Considere a CM em Exemplo 3.1, neste exemplo temos que a distribui¢do estaciona-
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ria é

observe o resultado de 7w P abaixo

M= e dk e = —

Definigdo 4.2 (Tempo de Chegada). Dada uma CM e dois estados s; e s;, definimos o tempo de

chegada (em ntimero de transi¢des) necessdrio para sair do estado s; e chegar ao estado s; como

T;; =min{t | X; = s; A Xo = s}

Observa-se que o niimero o tempo de chegada T ; é aleatério. A esperanga é denotada como 7; ; =

]E[TLJ]

Quando i = j, temos 7; ;, chamado de tempo médio de retorno ao estado s;.
Observe que condicionamos estarmos em s;, o tempo de chegada T; ; é determinado pelas probabi-
lidades de transigdo entre os estados da cadeia de Markov, que sdo caracteristicas fixas da cadeia e nédo

dependem de 7(t).

Teorema 4.1. Para qualquer CM irredutivel e aperiédica, para quaisquer dois estados si e s;, temos

o seguinte:
PI‘[TiJ < OO] =1 eJE[TiJ] =Tij; < OO

isto reflete que a probabilidade de T; ; ser infinito é 0 e que o valor esperado do tempo médio de

retorno a s; é finito.

Demonstragio. Seja um CM irredutivel e aperiddica, e dois estados s;, s;. Se ela é irredutivel estdo existe

um caminho de comprimento “finito” de s; e s;, logo Pr[T; ; < oo] = 1; e como ela é aperiédica entdo

existem diversos caminhos de s; a s; maiores que um determinado valor, ou seja 7; ; < 00 O

Teorema 4.2. Para qualquer CM irredutivel e aperiddica, para qualquer estado si, temos a seguinte

relacdo:

A prova do Teorema 4.2 é um pouco complexa, ndo veremos aqui, mas a intuicdo é que na média

visitamos s; a cada 7; ; passos.
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Exemplo 4.2. O tempo médio de retorno do estados on e pff visto no Exemplo 3.1 é

1 11

T E =5 5 = 1.375
T 8
1 11

7—272 = — = — = 3666
T2 3

4.2 Distancia de Varia¢ao Total

Agora que ja sabemos a relllacdo entre o tempo de retorno e a distribuicdo estaciondria queremos saber

0 quao longe um vetor de distribuigdo 7(0) estd da distribuicdo estacionaria.

Definic¢do 4.3 (Distancia de Variacido Total). Sejam « e /5 dois vetores de que representam uma

distribuicdo de probabilidade (discreta) em S, a distancia de variagdo total entre eles é dada por
drv(a, ) = Z|Oék—ﬁk|

onde k é o ntimero de elementos em S.°.

“Normalizamos por 3 L para mantermos a distancia entre [0..1]

Exemplo 4.3. Seja « e 5 dois vetores de que representam uma distribui¢do de probabilidade (dis-

creta) de dimenséao 5, descritos abaixo

(01 02 03 0.3 01)

ﬂ:<0.2 0.1 01 05 0.1)

temos que
drvio,B) = 3 3 low — il
TV &, =9 Oék k
k
1
= 5(0.1 +0.140.240.240)
=0.3

Teorema 4.3. Para qualquer CM irredutivel e aperiédica, e qualquer distribui¢do inicial 7(0), te-

mos que

tli)r{.lo dTv(Tr(t),’lT) =0
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ou seja sempre converge para a distribuicdo estacionaria’, independente da condi¢do inicial!

2 Além disso 7 é tinica, veremos em Teorema 5.2

4.3 Encontrando a distribui¢do Estacionaria

Em sintese, a distribuicdo estaciondria em cadeias de Markov é uma peca-chave para compreender a es-
tabilidade e o comportamento de sistemas dindmicos ao longo do tempo. Sua aplicagdo abrange desde

a previsibilidade a longo prazo até a modelagem eficaz de processos estocasticos. Vamos enumerar trés

maneiras de se encontrar a distribuigao estaciondria:

1. Método iterativo: fazemos a iteragdo até algum critério de convergéncia desejado:
7(t) =n(t —1)P = 7(0)P*
2. Sistema de equagdes: resolvemos o sistema de equagdes abaixo

T=mnPe Zmzl

€S

3. Monte Carlo: usamos a prépria cadeia para gerar amostras para estimar m; ou estimar 7, ; para
todo s;

Exemplo 4.4. Dado o modelo de CM On-Off genérico representado abaixo

1-p I—gq

@ q
b

vamos resolver o sistema de equagdes:

m =(1—p)m +qm
o =pm + (1 —q)m
T + 7o =1
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substituindo 72 por 1 — 7, na primeira equagdo obtemos:

T = (1 —p)7T1 +q(1 —7T1)

1-—m
1:(1_p)+u
U
qu_pﬂ'l_qﬂl
1
q
0=—-p—¢q
m
_4q
T = —
ptq
logo
r—1— 9
ptq

4.4 Reversibilidade

A reversibilidade em cadeias de Markov refere-se a propriedade em que as transi¢des entre estados sdo
igualmente provaveis, independentemente da dire¢do do tempo. Essa propriedade é crucial porque

implica a existéncia de uma distribuicdo estacionaria.

Definicdo 4.4 (Cadeia de Markov Reversivel). Uma CM é dita reversivel para uma distribuigdo =

se e somente se

TiPi,j = TjPji

Intuitivamente se uma CM é reversivel entdo para cada par de estados i, j, a taxa de transi¢do a

longo prazo da cadeia de um estado i para um estado j é igual a taxa de transi¢do a longo prazo da
cadeia de um estado j para um estado :.
4.4.1 Passeios Aleatérios

Seja G = (V, E') um grafo nédo direcionado, considere um andarilho que passeia pelo grafo de forma ale-
atoria, sem preferéncia e nem memoria. Ele apenas escolhe uniformemente o proximo vértices entre os
vizinhos do vértice atual. Veja uma representacdo em Figura 3. Nessa representagdo as probabilidades

sao:

Pi2=pP13= 5

1
P21 = P23 =P24 = 3

Psa =DpPg7 =5
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Andarilho 2
1 -~
o

Figura 3: Exemplo de Passeio Aleatério

O

Veja que o andarilho induz uma CM sobre o grafo G. Definimos

X, := vértice onde o andarilho se encontra no tempo ¢

1
Dij = dea(®)’ onde deg(i) é o grau do vértice i

E possivel verificar que a distribui¢do estaciondria do andarilho é

~_ deg(i)
T = K

onde K (fator de normalizagéo) é

K= Z deg(i) = 2m, onde m é o namero de arestas.
i

note que a CM é reversivel, pois
TiPi,j = TjPj,i

tanto faz o andarilho andar para “frente” ou para “atrds”. No exemplo da Figura 3 temos a seguinte

distribuicao estacionaria:

4.5 Processo de Nascimento e Morte (Birth-Death)

O processo de nascimento e morte é um modelo estocéstico utilizado para descrever a evolugdo tem-
poral de sistemas nos quais entidades individuais podem surgir (nascimento) e desaparecer (morte) ao
longo do tempo. Ela & uma generalizagdo do modelo On-Off - funciona como uma fila.

Seja uma CM com estados S = {1,...,k}, as suas transi¢des sdo apenas entre estados vizinhos e

possiveis lacos, ou seja a matriz de transigdo P ¢é tridiagonal®, veja sua representacdo na Figura 4.

5Geralmente Di,i+1 € Di+1,; possuem uma forma de serem definidas.
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Pk.k

e e

Figura 4: Modelo Estocéstico Processo de Nascimento e Morte

Pk 1,k

Vamos assumir que a cadeia é reversivel, logo sua distribuicdo estaciondria respeita:
TiDij = TjDji

Para chegarmos na distribui¢do estaciondria descobrirmos a distribui¢do estaciondaria =, vamos ini-
cialmente assumir um valor para 71, temos entao que

T1P1,2 ToP2,3  T1P1,2P2,3 ™ HJ 1pm+1
My = ———— = T3 = = = ... =T; =

D2,1 D32 D2,1P3,2 HJ lpj+1 g

Agora vamos calcular m;

k b Dj,j+1
1= Zm Z <Jl“>
i=1 i=1 I 1Dj+1,5

—m Z < i= 1 Pj,j+1 )

J 1pj+1,J

k 1—1
<Z (H;‘—l Pjj+1 ))
i1
= \ILZi e

Portando concluimos que BD (Birth Death) é reversivel e 7 é a sua distribui¢do estaciondria.

-1

T

Exemplo 4.5. Considere uma fila que segue um processo de nascimento e morte, onde a cada ponto
no tempo, um elemento pode chegar, sair ou permanecer no mesmo estado. A probabilidade de
um elemento “chegar” é denotada por p, enquanto a probabilidade de “sair” é representada por g,
e entdo (p + q) < 1. A cadeia de Markov que representa a fila possui k + 1 estados, de 0 a k, e cada
estado ¢ representa o fato da fila possuir i elementos. Assim, as transi¢des de estado na fila podem

ser descritas pelas seguintes equagdes:

Pii+1 =D, Vie[0.k—1],
Dit1,i=¢q, Vi€ [l.k],
pii=1—(p+4q), Viel0.k]

Veja a representacdo da CM a seguir
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l-(p+tq) 1-(p+q) 1-(p+q)

q q q
e
~ 7
p p

Temos que seu estado estaciondrio é

i—1

szo Djj+1
i1

[[—oPj+1q

- (2)

T, = T

e pela férmula de progressao geométrica finita

k p i 1—2
To = <Z (q) ) :7‘1%, parap < q.
- (5)

Seja k = 10, p = 0.3 e ¢ = 0.4, aplicando as férmulas temos:

1- 93 0.3\’
Mo = —— =5 = 0.261 e m; = 7o (()4)

1-(33)

e a partir disso obtemos my = 0.261 que é probabilidade da fila estar vazia. e 7, = 0.015 que é a

probabilidade da fila estar cheia. O que faz sentido pois a probabilidade de sair um elemento é

maior que a probabilidade de chegar um elemento.

Seja X, o estado da fila no instante ¢, temos que o valor esperado do tamanho da fila é

10
E[X,) =) im
=0

=0.261-9.63

= 2.51343

Exemplo 4.6. Seja a CM representado pelo grafo abaixo
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0.1 0.1

a sua distribuicéo estaciondria é m; = %, mas ndo é reversivel, veja que

16 3 1 3

m™P1,2 = ZE = % 7é m2op2,1 = Z = 10 10

A visdo intuitiva é que o processo “gira mais” em uma direcado (anti-horario).
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5 Convergéncia para Estacionaridade e Tempo de Mistura em Ca-

deias de Markov

Nesta se¢do, abordaremos conceitos fundamentais relacionados a processos estocésticos e teoria de Mar-
kov. Discutiremos autovalores, autovetores e decomposicdo associada, bem como convergéncia para
estacionaridade. Avaliaremos o tempo de mistura, o Lacuna Espectral e exploraremos o tempo de mis-
tura de passeios aleatérios. Estes topicos sdo essenciais para entender as propriedades dos processos

estocdasticos em estudo.

5.1 Autovalores e Autovetores

Defini¢ao 5.1 (Autovalores e Autovetores). Seja P uma matriz quadrada. Um vetor ndo nulo v
é considerado um autovetor de P associado ao autovalor A se a multiplicacdo da matriz P pelo
vetor v resultar na mesma direcdo de v, escalada pelo valor A. Matematicamente, isso é expresso

pela equacéo:

Pv =M

Em outras palavras, a aplicacdo da matriz P sobre o vetor v apenas amplia ou reduz o vetor sem

alterar sua dire¢do, sendo a escala dada pelo autovalor .

Defini¢ido 5.2. Dado uma matriz P e um vetor ndo nulo u, se uP = Au entdo chamamos u de

autovetor a esquerda de P.

Teorema 5.1. Dado uma matriz P e um autovetor a esquerda u, entdo existe um autovetor v tal

que

PTv=)u

5.1.1 Autovetor Estacionério

Dadas as defini¢oes, podemos prontamente observar que, para uma distribui¢do estaciondria = de uma
Cadeia de Markov com matriz de transigdo P, temos 7P = 7, indicando que 7 é o autovetor a esquerda

de P associado ao autovalor 1. Contudo, é necessario assegurar ainda que

Zwszl

A abordagem para resolver isso é normalizar o autovetor, garantindo que ele seja um vetor de pro-

babilidade, ou seja, que a soma dos elementos seja igual a 1.
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Teorema 5.2. Se P é uma matriz estocdstica, verifica-se que para cada autovalor ); temos que

|Ai] < 1. Além disso, a matriz estocéstica P possui um tnico autovetor associado ao autovalor

A=1.

O Teorema 5.2 nos revela que existe apenas uma distribui¢do estaciondfia, e ainda que os outros
autovalores da matriz P convergem a 0, veremos em mais detalhes futuramente que isso nos garante a

convergéncia para distribuicdo estaciondria.

5.1.2 Decomposicao em Autovetores

Uma matriz quadrada P pode ser escrita através de seus autovetores e autovalores da seguinte forma:

P=QLQ !

onde Q) é a matriz com autovetores de P como colunas e L é matriz diagonal onde L; ; é o autovalor

associado ao autovetor ¢ (i-ésima coluna de Q).

Exemplo 5.1. Dado uma matriz estocastica P, onde

0.3 0.2 0.5
P=104 05 0.1
0.7 0.2 0.1
e os autovalores A; = 1, Ay = 0.3, A3 = —0.4 respectivamente associados aos autovetores:
v1 = (1 1 1)

S
N
Il
/N

2 =5 2)

v3 = (—43 13 55)
temos que P = QLQ~! onde
1 2 —43 1 0 0 43/98  2/7  27/98
Q=1 =5 13|, L=]0 03 o0 |, Q'=| 30 —Yr 49
1 2 55 0 0 -04 —1/o8 0  1l/gg

5.2 Convergéncia

Sabemos que uma Cadeia de Markov aperiddica e irredutivel sempre converge para a sua distribuicdo
estaciondria, alcan¢ando o equilibrio de forma garantida (veja Teorema 4.2). Além disso, a distribui-
¢do estaciondria é tnica (veja Teorema 5.2). Contudo, a questdo que se coloca é: qudo répida é essa

convergéncia? Como drvy (7 (t), 7) converge para 0?
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E possivel que a taxa de convergéncia drv (7 (t), 7) siga um comportamento especifico, tal como:

O(e) se for rapido
drv(m(t),7) = { ©(t") se for lento (lei da poténcia)

© ((logt)~°) se for muito lento

Além disso, a velocidade de convergéncia pode depender dos valores iniciais my e/ou da matriz de
transicdo P. Esses questionamentos serdo explorados ao longo dessa segéo.
5.2.1 Distribuicdo no Tempo ¢

Vamos agora considerar a distribui¢do no tempo ¢ e decompor a matriz de transigdo em termos de seus
autovetores e autovalores.

Seja 7(0) a distribuicdo inicial da cadeia de Markov CM. A distribui¢do no tempo ¢ é expressa por
7(t) = n(t —1)P = w(0)P*
Ao decompor a matriz estocéstica, obtemos

P'=PP...P
= (QLQT)QLQ™HQLR™)...(QLQ™)
=QLILI...LQ™*
=QLL...LQ !
_ QLtQ71
Portanto, podemos afirmar que
m(t) = 7(0)QL'Q™"
Neste ponto, surge a questdo: para onde converge L’ conforme ¢t aumenta? Ou seja, qual é o valor para
lim L'
t—o0

Concluimos que, a medida que ¢ — oo, 0 autovalor A = 1 permanece inalterado, enquanto os outros
autovalores )\; convergem para zero, pois A; < 1.

Considerando o modelo On-Off visto em Exemplo 3.1, com a matriz estocastica

0.75 0.25
0.67 0.33
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e seus autovalores A\ = 1e \y = %, associados aos autovetores

v= (3 1)
v=(1 1)

normalizaremos entdo v; para obtermos nossa distribui¢do estaciondria

Suponhamos agora

m=(1 0)

podemos entdo escrever 7(0) em termos dos autovetores de P, ou seja

T = 0)]=m 111}2

agora vamos escrever a distribui¢do no tempo ¢

3
=(m+ ﬁ’Ug)Pt

3
=Pl + ﬁ’UQPt

+ 3
=T — TV
117272

(8/11 +3/11 (Y12)" 3/11—3/11 (1/12)t)

Agora, medindo a distancia de variagdo total

drvy(n(t),m) =

I
PN N =
=
N———

Ou seja, converge exponencialmente rapido! As constantes dependem de P e 7(0). Este resultado

é vélido para qualquer Cadeia de Markov, conforme o Teorema 5.3 apresenta.

Teorema 5.3 (Teorema da Convergéncia). Considere uma Cadeia de Markov aperiddica e irredu-

tivel representada por sua matriz estocastica P e com uma distribuicdo estaciondria 7.
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Existem constantes « € [0,1] e C' > 0 tais que

max {7 (0) | drv(r(t),7) < Ca'}

Veja que o teorema implica que a distribuicao transiente 7 () converge exponencialmente rapido em
t para a distribui¢do estaciondria 7, independentemente das caracteristicas de P e 7(0).
Quantos passos sdo necessdrios para atingir a convergéncia? Podemos definir ¢ > 0 como critério

de convergéncia e calcular ¢ de forma que
drv(m(t),m) =€
Considere o exemplo anterior onde

3 _ log € + log(11/3
dTv(ﬂ(t)77T):ﬁ'12 t?t:g_]ogﬁg”

Se definirmos € = 107¢, entdo ¢ = 5. Ou seja, poucas transi¢des sdo necessérias para se aproximar do
equilibrio.

Em geral, podemos afirmar que
1
t=0 (log )
€
e a constante em © depende de P e 7(0).

5.3 Tempo de Mistura

Vamos definir formalmente o tempo até o equilibrio desejado.

Definic¢do 5.3. O Tempo de Mistura é definido como o menor valor de ¢ para o qual, independen-
temente da distribui¢do inicial 7(0), a distribui¢do 7 (¢) estd a uma distancia inferior ou igual a € da

distribuicdo estacionaria. Denotamos isso como

Te = min{t : max{w(0) | dpy(w(t),7) < €}}.

Teorema 5.4. Para qualquer cadeia de Markov aperiddica, irredutivel temos que

1
Te < Ty, log —
€

O teorema enunciado nos revela um resultado interessante, ao estar a 1/4 da distribuico estaciona-

€

ria, minimizar ainda mais o erro é mais facil, um fator log™
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5.4 Lacuna Espectral

A Lacuna Espectral estd relacionado a rapidez com que a cadeia converge para o equilibrio, refletindo
a lacuna entre os autovalores da matriz de transicdo. Esses dois elementos sdo cruciais para entender a

convergéncia e o desempenho de algoritmos MCMC na amostragem de distribuigdes complexas.

5.4.1 Velocidade de Convergéncia

A velocidade de convergéncia em uma cadeia de Markov é intrinsecamente ligada a relagdo entre os
autovalores da matriz estocdstica P, onde o segundo maior autovalor (em médulo) desempenha um

papel crucial na determinagéo dessa convergéncia.

Definicdo 5.4. Denominamos Lacuna Espectral § a distancia entre os dois maiores autovalores (em

modulo) de uma matriz estocdstica P, expressa como

0=1—max{k>1:|\|}

onde o maior autovalor vai ser sempre 1.

Quanto maior for J, mais rdpida serd a convergéncia. A base exponencial que governa essa conver-

géncia é determinada pelo segundo maior autovalor Ay, enquanto todos os outros convergem para zero

mais rapidamente.

Exemplo 5.2. Considere um fila com capacidade K onde

D = probabilidade de chegada
q := probabilidade de saida
r=1—(p+¢q) := probabilidade de permanecer no mesmo estado

podemos definir duas filas:

1. K=4,p=03,¢q=04

Nesses parametros temos que

A~08 e d=1-0.86=0.14

2. K=4,p=0.1,¢4g=08

Nesses pardmetros temos que

A~056 e 6=1—-0.56=0.44

No caso da fila o Lacuna Espectral depende da simetria de p e ¢, quanto maios parecidos, menor
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a lacuna, mais lento serd a convergéncia.

5.4.2 Limitante Inferior e Superior

Vamos expressar agora a relacdo de § e 7.
Considere uma Cadeia de Markov reversivel, irredutivel e aperiddica com Lacuna Espectral § e
7o = min{m; : i € S} (menor valor na distribui¢do estaciondria), temos a seguinte relagdo

L) log = < 7, < B e
5 B9 =Te="75%

note que usar o limitante superior na prética nao é facil pois precisamos conhecer 7, € d.

Exemplo 5.3. Considere uma das filas apresentadas em Exemplo 5.2, onde K =4, p = 0.3, ¢ = 0.4.

Temos que

0=014 e =wg =0.015= 7, =0.015

Assumindo € = 1076, temos

1 1 log 1/0.015.10¢
— 1)1 <7, <
(0.14 ) 5106 =" 014

80.6 <7, < 128.7

portanto com ¢ = 129 estaremos 10~% préximo de 7, independente da distribuicio inicial.

5.4.3 Tempo de Mistura em Fungdo de n

Os resultados apresentados anteriormente referem-se a Cadeias de Markov de tamanho fixo. No en-
tanto, existem situa¢des em que o espaco de estados da Cadeia de Markov, denotado por n, pode au-
mentar consideravelmente de acordo com a complexidade do problema.

Defina n = f(k) como o ndamero de estados da Cadeia de Markov, onde k é um pardmetro do

modelo. Por exemplo:
¢ n = 2*: ntimero de colorag¢des de k vértices com duas cores.
* n = k!: permutagdes de k cartas.

Portanto, a convergéncia 7. é em funcdo de n, veremos mais informacdes a seguir.

5.4.4 Passeios Aleatorios

Considere passeios aleatérios onde:
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ou seja, a cadeia permanece no mesmo estado com probabilidade 1, caso contrario, escolhe um vizinho
uniformemente. Esse tipo de passeio implica uma Cadeia de Markov aperiédica e irredutivel.

Em tais passeios, como a estrutura do grafo influencia no tempo de mistura? Estruturas como grafos
completos, em anel, hipercubo, etc.

Seja 7, 0 tempo de mistura com n vértices para um e constante. Vamos apresentar a seguir alguns
exemplos de estruturas de grafos juntamente com o seu tempo de mistura. N&o iremos, no entanto,

provar esses resultados.

* O tempo de mistura em anéis (ciclos) como n vértices é
cn? <7 < n?
ou seja é quadratico no tamanho do anel. Veja uma anel de 4 vértices abaixo
* Em arvores binarias completas com n vértices é

T < 16m

ou seja € linear no tamanho da afvore. Veja uma arvore bindria completa de 7 vértices abaixo:

@ & e @

¢ Em grafo completos de n vértices temos que
T =1

ou seja é constante! Veja um grafo completo de 4 vértices abaixo:

(9
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6 Teorema Ergédico e Simulacdo de Cadeia de Markov

Nesta se¢do, vamos explorar conceitos-chave relacionados a cadeias de Markov. Iniciaremos com o ca-
minho amostral, que destaca a sequéncia de estados percorrida pela cadeia ao longo do tempo. Em
seguida, abordaremos o Teorema Ergédico e suas implica¢des para a estabilidade da cadeia. A simula-
¢do eficiente de cadeia serd discutida, incluindo estratégias para gerar amostras representativas. Além
disso, exploraremos desafios especificos ao lidar com cadeias de Markov de grande porte, oferecendo
solugdes préticas para simulacdo em larga escala. Esta se¢do proporciona uma visdo prética e acessivel

da anélise e simula¢do de cadeia, desde conceitos fundamentais até técnicas eficientes.

6.1 Caminho Amostral

Defini¢ao 6.1. Um caminho amostral é uma realizacdo de uma sequéncia de varidveis aleatdrias

na evolugdo do tempo ¢, ou seja

Xy, parat=0,1,...

definimos um caminho amostral w como

w = (wo,w1,---)

A probabilidade de uma Cadeia de Markov realizar exatamente w é

Prjw] = Pr[Xo =wo A X1 =wi A.. ]

= Twy (0)pW07wlpwlaw2 s

Observacdo. Veja que para todo caminho amostral w tem uma probabilidade converge a 0 com o

comprimento do caminho.

Exemplo 6.1. Dado o modelo On-Off visto em Exemplo 3.1 e os seguintes caminhos amostrais e

suas probabilidades:

w=(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) = Prlw] = 0.8 (3/a)°

) ) ) ) 9

9 .
1 d2
w=(0,1,0,1,0,1,0,1,0,1) = Prw] = 0.2 %
=1

nos dois casos temos que Pr[w] é um valor pequeno.

6.2 Convergéncia em Termos do Caminho Amostral

Como todo caminho amostral tem probabilidade que converge para 0 conforme ¢ aumenta, o que po-

demos dizer sobre a sequéncia X;, parat = 0,1,...? Podemos utilizar a média sobre os valores da
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sequéncia, para ver a sua convergéncia quando k é grande, usando:

¢ A média amostral dos valores observados

k—1
1 .
Si = Z ;:0 X, = kll)n;o Sy =E,[X] = EES ST

* A fracdo de vezes que um certo estado s é visitado:

>
|
_

Fi(s) = I(X;=9)= kl;rr;o Fi(s) = my

e
o
I
o

Teorema 6.1 (Teorema Ergédico). Considere uma cadeia de Markov com um espaco de estados S
e

f:9S—=R

se a cadeia é irredutivel e aperiédica com distribuigdo estaciondria 7, temos que

O Teorema Ergédico é um teorema fundamental, ele nos diz que a média no tempo converge para

média no espago. Os exemplos anteriores sdo apenas casos especiais.

6.2.1 Estimando a Distribui¢do Estaciondria

O Teorema 6.1 garante que o Método de Monte Carlo funciona em Cadeias de Markov, ou seja é a
conexdo com a teoria e pratica, analogo a lei dos grandesnidmeros!
Podemos utilizar a prépria Cadeia de Markov para estimar sua distribui¢do estaciondria 7, a ideia é

gerar um caminho amostral w bem longo e calcular a fragdo de visitas a cada estado, denotamos:

6.3 Simulando uma Cadeia de Markov
Em suma, simular uma cadeia de Markov é gerar um caminho amostral, podemos fazer isto de diversas
formas, iremos explorar elas a seguir:
6.3.1 Forca Bruta
Podemos utilizar diretamente os caminhos amostrais:
1. Enumerar todos os caminhos amostrais de tamanho &;

2. Determinar a probabilidade de cada caminho;
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3. Gerar amostras deste conjunto.

A intuigdo é que cada caminho amostral pode ser uma face de um dado enviesado. Sabemos como

gerar amostras de um dado enviesado, veja na Subsecao E.2.

Exemplo 6.2. Vamos simular o modelo On-Off visto em Exemplo 3.1, podemos definir
m(0) = (0.8 0.2)
Considerando todos os caminhos de tamanho k, ou seja:
wo = (0,0,0,0,0),w; =(0,0,0,0,1) ..., w3 = (1,1,1,1,1)

temos entdo que

Pt =02 (2)" o =02 (1) 2...

ou seja temos um dado enviesado de 32 faces.
Podemos gerar amostras de um dado enviesado em tempo constante utilizando o Método Alias
(visto em Subsecdo E.2). Mas temos um grande problema, o niimero de caminhos é exponencial

em k, ou seja levamos tempo exponencial para construir o dado.

6.3.2 Método Iterativo

Podemos amostrar a sequéncia de varidveis aleatérias X; de forma iterativa, parat = 0,1,.... Dessa

maneira, construimos dinamicamente o caminho amostral:

 Utilizamos 7(0) para gerar Xj.

* Dado Xy, empregamos a matriz estocéstica P para gerar X, ou seja,

Pr[Xy = s1 | Xo = s0] = pso,ss

e Dado X, utilizamos novamente a matriz estocdstica P para gerar X5, ou seja,

PrXo =52 | X1 = s1] = ps; s
® De forma geral, dado X}, empregamos P para gerar Xj1.

Exemplo 6.3. Seja uma Cadeia de Markov representada pelo grafo abaixo:
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0.2

Dado X4 = 3, podemos gerar X5 a partir dos vizinhos de saida do estado 3. Como hé 4 esta-
dos possiveis {2, 3,4, 5} com a probabilidades de transi¢des: ps3 2,p3 3, 3.4, p3,5. Ou seja, podemos

utilizar um dado enviesado com 4 faces de acordo com as respectivas probabilidades.

Uma maneira intuitiva de implementar o método é construir um dado enviesado para cada linha
da matriz P, onde cada face corresponde a um estado da Cadeia de Markov, utilizando diretamente a

linha de matriz P, veja a ideia em Exemplo 6.3. Por exemplo a linha i da matriz P:

Pij, Vi €S

Utilizamos um algoritmo bdsico para gerar amostra de um dado aleatério, um tempo médio 7/2,

mas um dos problemas é quando a matriz P é esparsa®.

6.3.3 Simulacido Eficiente da Cadeia de Markov

Vamos ilustrar como simular eficientemente uma Cadeia de Markov.
Podemos representar a matriz de transi¢des de estado PP como um vetor de adjacéncia, de modo que
apenas as entradas nio nulas sdo representadas. Dado o grafo em Exemplo 6.3, criamos os vetores de

adjacéncia:

Dessa forma, podemos criar dois vetores para cada estado j:

y;[i] := estado destino da i-ésima transi¢ao nao nula de j

¢;[i] := probabilidade de transi¢do acumulada pelas primeiras i-ésimas transi¢des de saida de j

Por exemplo, nesta cadeia, temos que:

9Ha muitas transi¢des nulas na matriz.
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w2 =2 e ¢[2]=0.7,

ysl2] =4 e 52 =1
Portanto, para gerar o préximo estado a partir de um estado atual j, podemos utilizar os vetores y

e g para simular um dado enviesado. Veja a ilustracdo da amostragem de uma varidvel uniforme em

[0..1] para gerar o proximo estado:

Ou seja, a geragdo do proximo estado tem complexidade O(d), onde d é o grau de saida do estado.

Poderiamos utilizar o Método Alias (visto em Subsecdo E.2) para gerar em tempo constante o pré-
ximo estado, mas pagariamos o custo inicial de construir o dado enviesado no método. Podemos optar
por usar o Método Alias levando em consideracédo se o tempo médio de retorno dos estados sdo peque-
nos e o tamanho do caminho amostral seja grande. Se voltarmos muito ao estado (o tempo de retorno
T é pequeno), vale a pena pagar o custo inicial do método, pois iremos gerar muitas amostras no caso

em que o caminho amostral seja longo.

6.3.4 Gerando Amostras

Em alguns casos, o caminho amostral ndo nos interessa e desejamos apenas uma amostra no tempo ¢.

Podemos seguir as seguintes abordagens:

1. Abordagem Matricial

(a) Calcular (), a distribui¢do no tempo ¢, onde 7 (t) = 7(0) P*

(b) Gerar amostras dessa distribuicdo
2. Abordagem Iterativa

(a) Gerar um caminho amostral até X,

(b) Retornar a amostra gerada para X;

Vamos avaliar a eficiéncia de cada uma. Considere que queremos gerar ~ amostras. Temos entdo

que:

e Calcular 7(t) tem complexidade O(tn?), pois envolve ¢ multiplicacdes de vetor por matriz. A
geracdo de uma amostra tem complexidade O(n). Se r for grande, podemos utilizar o Método
Alias em 7(t) para gerar amostras de forma constante, mas ainda assim serd necessario realizar as

multiplicagdes de vetor por matriz.
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e Gerar X, tem complexidade O(¢d) para cada amostra. Se r for grande, podemos usar o Método

Alias nas transi¢oes da cadeia de Markov, com um custo amortizado de O(t) por amostra.

Para gerar amostras da distribui¢do estaciondria usamos a mesma abordagem com a diferenca que
na abordagem matricial temos que calcular a distribuicdo estaciondria e na segunda abordagem tempos

que simular a Cadeia de Markov para t grande o suficiente, ou seja, para t > 7.

6.4 Simulando Cadeias de Markov Enormes

No caso de simular Cadeias de Markov cujo o espago de estados é muito grande, ou até mesmo infinito,
ndo conseguimos representar a cadeia na memoria.
Para tais cadeias podemos gerar apenas os possiveis proximos estados a partir do estado atual, a

dindmica é:
1. Determinar as transi¢des de saida do estado atual;
2. Construir o dado enviesado
3. Escolhe o préximo estado de acordo

Portanto temos a restricdo de gerar transi¢cdes de saida a partir do estado atual sem conhecer a

Cadeia de Markov por inteiro, ou seja, no caso em que ha regras de definem possiveis transi¢des.

Exemplo 6.4. Seja um passeio aleatério em hipercubo de 100 dimensdes, a cadeia possui 2!°° esta-
dos, impossivel de representar em qualquer computador.

Podemos representar um estado da cadeia como um vetor bindrio de 100 bits, cujo os estados
vizinhos sdo os vetores que diferem em 1 bit".

Para gerarmos o préximo estado basta escolher uniformemente um bit do estado atual e inverter-
lo

Portanto a complexidade de transigdo é O(1).

“Esta é definicdo de hipercubo.
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7 Markov Chain Monte Carlo e Metropolis-Hastings

Nesta secdo, finalmente alcangamos nosso objetivo: introduzir o Método de Monte Carlo via Cadeia de
Markov (MCMC). Abordaremos a amostragem de espagos complexos, apresentaremos o0 MCMC e dis-
cutiremos um caso especifico e crucial do MCMC, o Metropolis-Hastings. Em seguida, exploraremos
o Gibs Sampling.

O Método de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) representa uma abordagem poderosa
para a amostragem de espagos complexos, sendo fundamental em diversas aplicagdes, especialmente
na estatistica bayesiana e em problemas computacionalmente desafiadores. Utilizando métodos de
Monte Carlo e cadeias de Markov, os quais discutimos anteriormente.

O desenvolvimento do MCMC ganhou impulso significativo na década de 1950 com a colaboracéo
entre Metropolis, Arianna W. Rosenbluth, Marshall N. Rosenbluth, Augusta H. Teller e Edward Teller.
A contribuigdo mais notédvel desse grupo foi a introducao do famoso algoritmo de Metropolis-Hastings
[7], um dos pilares do MCMC, que se tornou uma ferramenta essencial para a geragdo de amostras
representativas de distribui¢des de probabilidade complexas. Considerado um dos 10 mais influentes
algoritmos do Século XX pela revista IEEE Comput in Science & Engineering [8].

Ao longo das décadas seguintes, 0o MCMC evoluiu e se tornou uma técnica amplamente utilizada
em estatistica, aprendizado de maquina [9], fisica computacional e outras disciplinas como o processa-
mento de imagens [10]. Sua capacidade de explorar eficientemente espagos de parametros complexos e
multidimensionais o tornou uma ferramenta indispensavel para a inferéncia estatistica e a modelagem

probabilistica em diversas areas do conhecimento.

7.1 Gerag¢dao de Amostras Uniformes de Maneira Iterativa

Como podemos gerar uma amostra uniforme sobre o espaco amostral .S de todos os grafos de n vértices?
Podemos gerar de forma iterativa.

Seja S o conjunto de todos os grafos com n vértices, onde S = 2"~ /27, Podemos entdo gerar uma
amostra para cada aresta sobre uma distribui¢ao Bernouli(%), para a inclusdo ou ndo da aresta no grafo.

Feito isso para todas as arestas possiveis temos entdo um grafo escolhido uniformemente.

7.2 MCMC

Veja que se adicionarmos a restricdo de grafo conexo no exemplo da segdo anterior, ou seja, gerar uni-
formemente um grafo conexo de n vértices, o método usado j& ndo funciona. Portanto hd espagos
complicados que a maneira iterativa ndo funciona ou funciona de maneira ineficiente.

Vamos utilizar entdo Método de Monte Carlo via Cadeia de Markov! Tal método é basedo em
Cadeia de Markov para gerar amostras de espagos arbitrarios com qualquer distribui¢do de probabili-
dade (ndo precisa ser uniforme).

Nos casos onde o espago amostral S é muito grande construimos a Cadeia de Markov iterativa-

mente. Para determinar as transi¢des precisamos de uma descrigdo facil dos estados vizinhos a partir

70 ntmero de arestas que um grafo de n vértices pode ter é n(n—1)/2.
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do estado atual. Para uma melhor convergéncia precisamos de poucas transi¢des de saida de cada

estado e um baixo tempo de mistura.

Observagao. O Markov Chain Monte Carlo é tema atual de muita pesquisa!

7.2.1 Algoritmo para MCMC

Dado uma descri¢do do espaco amostral S e a distribui¢do de probabilidade 7 sobre os estados, retor-

namos uma amostra aleatdria de S de acordo com a distribui¢do 7. Os passos sdo os seguintes:

1. Construir uma cadeia de Markov (CM) irredutivel, onde cada estado corresponde a um elemento

do espago amostral, formando assim a cadeia base.
2. Transformar a cadeia base em outra CM que seja reversivel e possua distribuicdo estaciondria =.

3. Simular um caminho amostral suficientemente longo e, ao final, retornar o estado alcangado.

7.3 MCMC - Caso Simétrico

Considere o caso onde a cadeia base tem matriz de transicdo P simétrica, ou seja, p; ; = p;,; para todo
estadoi,j € S.

Vamos modificar P para que a CM seja reversivel com distribui¢do estaciondria 7, onde 7 é a entrada
do problema. A ideia é que a nova cadeia ndo aceita todas as transi¢des da cadeia base, criando lagos
para induzir a distribui¢do estaciondria.

Seja a(i,j) a probabilidade de aceitar a transi¢do ¢ — j. Podemos definir entdo a nova matriz de

transi¢do P’ como

pigali, j) sei#j

1= hrpiPikali k) sei=j

portanto temos que escolher a(i, j) tal que P’ a nova CM seja reversivel, onde a distribuicao estacionéria

m seja dada por
mipi,jali, j) = mip;ialj, i)
Como p; ; = p;,; temos que
mia(i,j) = mja(j,1)

ali.j) = “La(j. i)

7

veja que temos infinitas solugdes para o par a(i, j) e a(j,4), mas nds queremos maximizar a probabili-
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dade de aceite, por questdes de eficiéncia®, logo

1 sem; < T,
. J
ali, j) =
Tj/x; caso contrario

ou seja
a(i,j) zmin{ ,ﬂj} e a(j,7) :min{ ,m}
T Uy

Exemplo 7.1. Vamos gerar amostras de pares ordenados (z,y) em [1..n] x [1..n], a distribui¢do de

probabilidade é:

(z+y)?

Pr{(z,y)] = —

onde Z é uma constante de normalizacdo definida como:

Z= Y (z+y)

(z,y)€[l..n]?

A Cadeia de Markov base tem como espaco de estados os pares (z,y) € [1..n]?, onde cada
estado tem 4 transi¢des: norte, sul, leste e oeste com possiveis lagos.

Veja que dessa forma cadeia base é simétrica, p; ; = p; ;.

Agora precisamos alterar a cadeia base com matriz de transi¢do P para uma matriz de transi¢cdo

P’ de tal forma que

(z +y)?
W(f%y) = VA

Seja o estado i = (z;,y;) e o estado j = (x;,y;), definimos entdo a(i, j) como

oty =min {1, 5} i 3, &1 207}

e (i +yi)?

portanto P’ é definida como

pija(i, j) sei # j
1= krpipikali, k)  sei=j
A boa noticia é que nédo precisamos calcular Z para definir a probabilidade de aceite a(i, j).

Por fim para gerar uma amostra, basta simular a CM definida por P’ por um tempo 7. e retornar

o estado final.

8A ideia é que quanto maior a probabilidade de aceite, maior a probabilidade transigdo entre estados, transitando mais f4cil
na cadeia
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7.4 Caso Geral
Vamos definir o caso geral do MCMC:

1. Dado uma descri¢do do espago amostral S e a distribui¢do de probabilidade 7 sobre os estados,
construimos uma Cadeia de Markov irredutivel com matriz de transicio P, onde cada estado

corresponde a um elemento do espaco amostral, formando assim a cadeia base.

2. Construimos uma nova matriz de transi¢dao P’, definida por

/ pi»ja(ivj) sei#j
Pij =
1- Zk:k;&i pika(i k) sei=j
onde a(i, j) ¢ a probabilidade de aceite da transi¢ao 7 — j. A nova cadeia tem que ser reversivel,
ou seja

mipija(i, j) = mipjia(j,i)

3. Simular um caminho amostral suficientemente longo (7.) com base em P’ e, ao final, retornar o

estado alcancado.

7.5 Metropolis—Hastings
No caso simétrico de MCMC existem infinitas solu¢des para o par a(i, j) e a(j, ¢). Mas por objetivos de
eficiéncia queremos maximizar a probabilidade de aceite, logo

]., se Wipi,j é ijj,i

TiPiifmips;  CasoO contrario

ou seja

a(i,7) = min {1, ﬂjp”}

TiDi,j
A cadeia definida com a matriz de transi¢do P’ definida com essa probabilidade de aceite é chamada
de Metropolis—Hastings, dando origem ao famoso algoritmo Metropolis—Hastings.
7.5.1 Amostrando Vértices de uma Rede
Dado o conjunto de vértices, podemos querer amostrar (de maneira simples) um vértice do conjunto.

Podemos construir uma cadeia Metropolis—-Hasting tal que 7 seja sua distribuicao estaciondria:

Ty =

1
Z
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onde Z é o ntimero de vértices da rede. E sua matriz de transi¢do é P, definida por

1

P deg(i)

ou seja, a cadeia base é um passeio aleatério simples.

Agora definimos a probabilidade aceite da nova cadeia como

ali, j) :min{LW}

T Pi,j

- 20)

~—

logo

1 . deg(1) . .
mmln{l, deg(])} S€’L7éj

. d 3 . .
1= 37 ki Pi D {1, d:g((;))} sei=j

!
Y

Dessa maneira enviesamos o passeio contra vértices de grau alto, adicionando lagos, tornando a
distribuicdo uniforme.
Mas como ndo conhecemos o grafo, podemos simular o caminho amostral iterativamente, a cada

passo:
1. Descobrimos os vizinhos do vértice atual
2. Descobrimos o grau de cada vizinho do vértice atual
3. Determinamos as probabilidade transi¢do de cada vizinho

4. Fazemos a escolha aleatodria, atualizamos o vértice atual e voltamos ao passo 1

7.6 Gibs Sampling

O Gibs Sampling ou Glauber Dynamics é um algoritmo para construir uma Cadeia de Markov com
distribuicdo estaciondria 7 sobre o espaco de estados S, onde os elementos do espago de estados .S é um

vetor. Para mais detalhes sobre o Gibs Sampling consulte [11].

V=(Vi.....,)
Cada V; assume valores de um certo conjunto K, onde
5| < K|V
ou seja nem todas as possiveis combinagdes V' precisam estar em S.

Esta Cadeia de Markov baseia-se na distribuicao condicional de uma varidvel dado o valor de todas
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as outras, ou seja
PI‘[V}C = ak | V1 :al,...Vn :an]

esta probabilidade precisar ser conhecida a priori ou encontrada para induzirmos .
As probabilidades de transicdo sdo proporcionais as probabilidade condicionais. A probabilidade

de transicdo é a probabilidade condicional dividida por n. Veja um exemlpo em Figura 5.

‘ ‘ Transigdo da varidvel 1

Transi¢do da varidvel 3

Figura 5: Exemplo Cadeia Gibs Sampling
Seja s; = (1,2,2) e s; = (1,2, 3), temos que a probabilidade da transi¢do s; — s; é dada por
1
gPr[V3:2\V1:1,V2:2]
A Cadeia de Markov construida pelo método Gibs Sampling é reversivel.

7.6.1 Algoritmo
Vamos ilustrar brevemente o algoritmo para o método Gibs Sampling:
1. Dado um estado atual X; = (Vi (t), Va(t),..., Va(t));
2. Escolhemos um variavel k£ de forma uniforme, ou seja k ~ U(1,n);
3. Escolhemos entdo um valor a;, para Vj, dado a probabilidade condicional e ndmero de varidveis;

4. Transicionar para o estado X, copiando os valores de V;(¢) e atualizando apenas V}, com o valor

Qg

5. Repetir itens anteriores por 7. passos para que a distribuigdo de X esteja proxima da distribuicdo

estaciondria .
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7.6.2 Distribuicao Conjunta

Considere as varidveis aleatérias (X,Y") descritas para seguinte distribui¢do conjunta

X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.02 003 005 007 01 01 01 01 01 01
001 003 005 007 01 01 01 01 01 01
001 0.02 004 006 008 01 01 01 01 01
001 002 003 005 007 01 01 01 01 01
001 0.02 003 005 007 01 01 01 01 01

T W N =

Podemos obter a distribui¢do condicional a partir da distribui¢do conjunta e gerar amostras (X,Y)
usando Gibs Sampling.

O método € o seguinte:

1. Escolhemos um Zy = (X, Y)) de forma arbitréria, por exemplo Z, = (1,1);

2. Escolhemos uniformemente entre as varidveis X e Y (langamos uma moeda);

3. Escolhemos um novo valor a; para X ou Y utilizando a distribui¢do condicional;

4. Atualizamos Z;y; com (X, a;) se eu escolhi Y no passo 2, ou (ay, ¥;) caso contrario;

5. Repetimos 7, vezes e retornamos Z,_ como sendo a amostra.
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8 Conclusio

A pesquisa abordou inicialmente os Métodos de Monte Carlo por meio de Cadeias de Markov, desta-
cando particularmente duas metodologias proeminentes: Metrépolis-Hastings e Gibbs Sampling. Es-
sas abordagens revelaram-se ferramentas valiosas, especialmente ao enfrentarmos desafios complexos,
como a inferéncia bayesiana ([12] e [13]). Ao longo da andlise, dedicamos atengdo a questdo importante
da convergéncia para estacionariedade em relagdo ao tempo de mistura.

O tempo de mistura desempenha um papel crucial na geragdo de amostras com precisdo definida.
No entanto, determinar esse tempo ndo é uma tarefa trivial, sendo um tema atualmente investigado
nos campos da estatistica e da computacdo ([14]). Nossa andlise proporcionou uma visdo geral desses
conceitos, evidenciando sua relevancia pratica. Vale ressaltar que, apesar de fornecermos uma pers-
pectiva geral neste trabalho, a compreensdo precisa do tempo de mistura permanece como um desafio
significativo.

Oferecemos um panorama abrangente do tema de Métodos de Monte Carlo nesta pesquisa. No en-
tanto, é crucial reconhecer que o campo estd em constante evolugdo, com pesquisas atuais e emergentes
moldando nossa compreensédo sobre o assunto. Este trabalho estabelece uma base para a compreen-
sdo da literatura existente sobre Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov, estimulando futuros

estudos.
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A Fundamentos da Teoria da Probabilidade

Nesta se¢do, abordamos conceitos fundamentais na teoria da probabilidade. Iniciamos com o conceito
de “espago amostral”, que representa todos os resultados possiveis de um experimento aleatério. Em
seguida, exploramos a “probabilidade” como a medida da chance de ocorréncia de eventos especificos
dentro desse espago amostral. Discutimos também os “eventos”, que sdo conjuntos de resultados, e
introduzimos conceitos fundamentais como “independéncia” e “exclusdo mutua”. Destacamos a re-
levancia da “probabilidade total” e apresentamos a “Regra de Bayes” como ferramenta crucial para
andlises probabilisticas mais avancadas. Para uma compreensdo mais aprofundada desses conceitos,

recomendamos a leitura de [15].

Defini¢do A.1 (Espaco Amostral). O espago amostral S é um conjunto de objetos enumerével.

Exemplo A.1. Dado o espago amostral S abaixo

S={a,b,c,...,z}

onde |S| é a sua cardinalidade

S| = 26

Defini¢ao A.2 (Probabilidade). Fungédo que associa a cada elemento de S um valor entre 0 e 1:

p:S —[0,1]

de forma que

Zpszl

sesS

Defini¢do A.3 (Evento). Um evento é um subconjunto do espago amostral.

Exemplo A.2. Dado o espago amostral

S={a,b,c,...,z}

temos alguns possiveis eventos:
o A=/{a,b,cd}

* V' =todas as vogais
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e (' = todas as consoantes

Defini¢do A.4 (Probabilidade de um Evento). A probabilidade de um evento é a soma das pro-

babilidades dos elementos que compdem o evento:

Pr[A] = Z De

ecA

Exemplo A.3. Dado o espago amostral

S ={a,b,c,..., 2}

e os eventos
e A={a,b,c,d}
* IV =todas as vogais
e (' = todas as consoantes

temos as probabilidades

° PI‘[A] = % = 1—23
e Pr[V]= %
e Pr[C] =24

26

Notagdo. Para uma melhor notagdo e usabilidade vamos usar operadores 16gicos no lugar de ope-

radores de conjunto:
e AUB=AVB

e ANB=ANAB

e Ac=A

Defini¢do A.5 (Independéncia). Dois eventos A e B sdo independentes se e somente se

Pr[A A B] = Pr[A] - Pr[B]
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Exemplo A.4. Dado o espago amostral S = {a,b,c, ..., 2} e os eventos:
o A={a,b,cd}
* B =todas sdo consoantes
e C = todas as letras antes de n)
e D={a,z}
veja que
Pr[A A B] = Pr[{b, ¢, d}] = 2375 £ Pr[A] - Pr[B]

402

T 2626
o84

T 676
21

~ 169

Pr[C A D] = Pr[{a}] = 2i = Pr[C] - Pr[D]

6

_1 2
26 26
_1
26

note que a intui¢do pode nos enganar pois A e B ndo sdo independentes mas C e D s&o!

Defini¢do A.6 (Exclusio Mitua). Dois eventos A e B sdo mutuamente exclusivos se e somente se

Pr[AV B] = Pr[A] + Pr[B]

Exemplo A.5. Dado o espago amostral S = {a,b,c, ..., 2} e 0s eventos:
e A={a,b,c,d}
® B :=todas sdo consoantes
e (C :=todas as letras antes de n
e D={a,z}
veja que

e AV B :=todas as consoantes mais a letra a
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e C'V D :=todas as letras antes de n mais a letra z

logo
22
Pr[AV B] = 26 # Pr[A] + Pr[B]
42
26 26

%

26
e

Pr[CV B] = % # Pr[C] + Pr[D]]

_ 132
T2 26
_B
T 26

portanto A e B ndo sdo mutuamente exclusivos e C' e D apesar de serem independentes eles ndao

sdo mutuamente exclusivos.

Defini¢do A.7 (Probabilidade Condicional). A probabilidade condicional é a probabilidade de
do evento A acontecer dado um evento B ocorreu. Desta maneira o novo espago amostral para a

ocorréncia de A passa ser o conjunto B, que é dado por

Pr[A A B
Pr[B|

Pr[A|B] =

Exemplo A.6. Sejam

® o espago amostral S = {a,b,c,...,z}

A={a,b,c,d}
e B := todas as consoantes
e C= {J?, Y, Z}

temos que
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e Pr[A|B] &

o Pr[B|A] &

Pr[B|A] =

e Pr[C|B] é:

Defini¢do A.8 (Particionamento). Um particionamento de um conjunto .S é um conjunto de sub-

conjuntos de S tal que todo elemento de S aparece exatamente em um subconjunto.

Exemplo A.7. Dado o espago amostral S = {a,b,¢c, ..., 2z} podemos ter os particionamentos:
* O, :=todas as vogais

e (O, := toas as consoantes

Teorema A.1 (Lei da Probabilidade Total). Dado um espago amostral S, um evento A e B; uma
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particdo qualquer de S, a lei de probabilidade total no diz:

Pr[A] = Y Pr[AA Bj]=> Pr[A|B;]Pr[B]

Teorema A.2 (Regra de Bayes). A Regra de Bayes é uma relagdo fundamental entre probabilida-

des condicionais expressa por

Pr[B|A] - Pr[A]
Pr[B]

Pr[A|B] =

Observagdo. A Regra de Bayes é empregada quando desejamos calcular Pr[A|B], mas calcular
essa probabilidade diretamente através da férmula simples de probabilidade condicional pode ser
desafiador. Em alguns casos, pode ser mais vidvel calcular Pr[B|A4], e, nesses casos, a Regra de

Bayes oferece uma alternativa eficaz.
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B Varidveis Aleatoérias e Distribuicoes

Nesta secdo, exploraremos as varidveis aleatdrias, focando em suas distribui¢des. As varidveis aleato-
rias fornecem uma maneira de atribuir valores numéricos aos resultados de experimentos aleatérios,
sendo essenciais para entender padrdes e comportamentos probabilisticos. Vamos definir diferentes

distribui¢des e propriedades estatisticas associadas a essas variaveis.

B.1 Variavel Aleatoéria

Defini¢ao B.1 (Varidvel Aleatéria). Uma varidvel aleatéria X é uma funcdo que mapeia o espaco

amostral nos inteiros:

X:S—>R

Usaremos a varidvel aleatdria (v.a) X para definir eventos em fungdo de seus valores e elementos do
espago amostral.

Para uma melhor usabilidade denotaremos que dado uma v.a X, denotamos X > 5 de forma que

A={X >5}={ec S| X(e) > 5}

B.1.1 Probabilidade de V.A
A probabilidade de uma v.a é de dada pelo evento definido pela mesma. Sejam
® 0 espago amostral S := {a,b,¢, ...z}
e umava X talque X(a) =1, X(b) =2, ..., X(z) =26
e umavaY tal que Y(vogal) = 1 e Y (consoante) = 2
veja agora algumas probabilidades:
e Pr[X > 13] = Pr[{n,o,...2}]

e Pr[Y =1] =Prl{a,e,i,0,u}]

B.1.2 Manipulando V.A

AS v.a podem ser manipuladas algebricamente. Por exemplo, uma multiplicagdo por escalar, dado uma

v.a X podemos definir um v.a Y como:

B.1.3 V.A Indicadora

Uma varidvel aleatéria dita indicadora é aquela que assume apenas dois valores: 0 ou 1, ou seja

PrX=0VX=1=1
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B.2 Funcdo de Distribuicao de Probabilidade

Defini¢ao B.2 (Fun¢des de Distribuicao de Probabilidade). Sejam X uma v.a e z um de seus

possiveis valores, temos as seguintes fun¢des
* a fungdo de probabilidade fx (x) = Pr[X = z]
¢ a funcdo cumulativa Fx (z) = Pr[X < z]

de forma que satisfaga as restri¢des
* 0< fx(z) <L, Vz € O,

* Deco, Ix(x) =1

onde O, é o conjunto de valores que v.a X pode assumir.

Defini¢do B.3 (Distribui¢do de Bernoulli). Uma v.a X possui distribui¢do de Bernoulli se ela é

uma v.a indicadora:

fx(1) =PrX =1] = p

fx(0)=Pr[X=0=1-p

denotamos X ~ Bernoulli(p) onde X é uma v.a que possui distribui¢do de Bernoulli com pardme-

tro p.

Definicdo B.4 (Distribuicdo Binomial). Considere uma sequéncia i.i.d de Bernoulli:

(X17X27"'aXn)

onde
* X; ~ Bernoulli(p),Vi € [1..n]
* Espago amostral: todas as sequéncias bindrias de tamanho n

Seja Z a soma destas v.a.s

note que Z € [0..n].

Dizemos que Z possui distribuigdo binomial com pardmetros n e p, denotamos

Z ~ Bin(n,p)
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Desta maneira podemos definir a probabilidade da soma ser igual a i como

Exemplo B.1. Podemos calcular a probabilidade de o ntiimero de caras ao jogar uma moeda 20
vezes, seja X; € [1..n] uma v.a indicadora de uma sequéncia i.i.d de n v.a.s. Se X; = 1 entdo a jogada

1 resultou em cara, caso contrario resultou em coroa. Podemos calcular:
Z ~ Bin(n,p)

onde p = 0.5; vamos calcular

fz(10) = Gg) 0.5'°(1 — 0.5)20—10

20
= 0.5%°
)

20!
= 5%
101(20 — 10)!

Defini¢do B.5 (Distribuicdo Geométrica). Considere uma sequéncia de v.a i.i.d que possuem a
distribuicdo de Bernoulli

X1, Xo, ...

Seja Z o menor valor tal que Xz = 1, ou seja a primeira ocorréncia do valor 1 na sequéncia:

Z =min{i | X; =1}

dessa forma Z possui distribuigdo geométrica com pardmetro p, denotamos

Z ~ Geo(p)

Desta maneira podemos definir a probabilidade da primeira ocorréncia acontecer na v.a na

posicdo ¢ como

Por exemplo podemos calcular o ndmero de vezes de moedas a serem jogadas até a primeira cara.

Vamos calcular a probabilidade de a cara aparecer pela primeira vez na 2 jogada:

fz(2) = (1 -0.5)>"10.5 = 0.5 = 0.25
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Definicao B.6 (Independéncia). Seja X e Y duas v.a, elas sdo independentes se e somente se para

todo par i, j do espago amostral temos que

Pr[X =iAY = j] = Pr[X =] Pr[Y = j]

Defini¢ao B.7 (Sequéncia de V.A). Considere uma sequéncia S de v.a:
S =(X1,X,...,X5)

Dizemos que uma sequéncia S de v.a é i.i.d (independente e identicamente distribuida) se:
* asv.a.s sdo independentes entre si
* as va.s possuem a mesma funcao de distribui¢do

® asv.a.s sao distintas

Por exemplo uma sequéncia i.i.d: uma sequéncia n jogadas de um dado, onde X é o valor observado

na j-ésima jogada.

Defini¢do B.8 (Esperanca). A esperanca (ou valor esperado) é trata-se da média ponderada dos
valores que X pode assumir:

px =E[X] = Z ifx (i)

1€0x

onde Ox trata-se dos valores que X pode assumir.

Exemplo B.2. Veja algumas esperancgas de acordo com a sua distribuigdo:

* X ~ Bernoulli(p)

* X ~ Bin(n,p)
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e pelo teorema binomial temos que

> (?)pi(l —p)" i =np

iEN

e X ~ Geo(p)
E[X]= Y ip(1—p)"
1€0x
=p) i(l—p)"
1EN
1
p
Teorema B.1 (Linearidade da Esperanca). Sejam X, X, ..., X,, varidveis aleatériase a1, as, ..., an

constantes. A linearidade da esperanga estabelece que para qualquer combinagdo linear destas va-

ridveis e constantes, temos:

E[ale + GQXQ + ...+ aan] = aﬂE[Xl] + GQE[XQ] +...+ anIE[Xn]

B.3 Funcdo de V.A

Seja g : Z — R e X uma v.a, podemos aplicar: g(X).

Podemos definir a esperanca de uma fungédo de v.a como:

Elg(X)] = > 9(i)fx (i)

1€0,

Defini¢dao B.9 (Varidncia). A varidncia é a medida de dispersdo ao redor da média, a dispersdo é
medida como:

9(X) = (X = px)?

ou seja é o quadrado da diferenca com o valor esperado.

Assim, podemos definir a varidncia como:

Var[X] = E[g(x)] = E[(X — px)?]

Exemplo B.3. Veja algumas variancias de acordo com a sua distribuicao:
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* X ~ Bernoulli(p)

Var[X] = g(0)(1 — p) + g(1)p
=(0-p)*(1—p)+(1-p)°p

=p’—p’+ (> -2p+1)p

e X ~ Bin(n,p)
Var[X] = np(1 - p)

e X ~ Geo(p)

Defini¢ao B.10 (desvio padrdo). O desvio padrédo é a raiz quadrada da variancia:

ox =/ Var[X]

B.4 Espa¢o Amostral Continuo

O espago amostral continuo é um espago amostral ndo enumerdvel. A questdo é como associar a proba-
bilidade de cada ponto do espago amostral? A solugdo é dar probabilidade a subconjuntos do espaco

amostral: pedagos contiguos do espago amostral tem uma “densidade” de probabilidade.

Defini¢ido B.11 (Fung¢io de Densidade). Seja A um evento qualquer de S (um evento é um sub-

conjunto de 5).

Dizemos que f(z) é uma funcdo de densidade se e somente se

Pr[A4] :/Af(w)dx

note que Pr[A] é a drea da funcido de densidade dentro do espago definido por A. Temos as mesmas

restri¢des que antes:

0§/Af(ac)dx§1 e /Sf(x)dle

Exemplo B.4. Podemos representar a distribui¢do uniforme em um espago amostral continuo S =
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[a, b] para a, b constantes e A = [a/, 0] para a’ > a e b’ < b, da seguinte forma

v —ad
b—a

f@;):ﬁ, paraz € [0, e Pr[A]:/l Aol =

Podemos definir uma v.a X continua é como:
X:S—R

todos os conceitos sobre v.a.s discretas e continuas sdo equivalentes basta trocar os somatérios por

integrais, usando CDF’ quando necessério.

9Funcio de Distribuicio de Probabilidade Cumulativa
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C Limitantes e Desigualdades Probabilisticas
Nesta se¢do vamos definir alguns limitantes e desigualdades probabilisticas,

C.1 Limitantes para Probabilidade

Calcular probabilidades de eventos pode ser dificil, analiticamente intratavel e/ou computacional-

mente intratavel. Portanto usar limitantes, inferior ou superior pode ser mais facil:

Pr[A] < Uy4 := Limitante superior;

Pr[A] > L4 := Limitante inferior;

Defini¢io C.1 (Cauda e Cabeca). Seja X uma v.a aleatéria com p = E[X], definimos:
¢ Cauda: valores de X bem maiores que ;
¢ Cabeca: valores de X bem menores que .

veja o exemplo na Figura 6:

—— Curva Normal

Cabega Cauda

Figura 6: Cabega e Cauda

Exemplo C.1. Vamos contar quantas vezes o resultado de uma jogada de dado é um niimero primo,

dado um nimero especifico de jogadas:
* Jogar 50 vezes um dado honesto com 10 faces ([1..10]);
* X, :=varidvel indicadora de que a i-ésima jogada foi um niimero primo;

® Z=3 cs0Xi

1 se onumero é primo
X =

0 caso contrario
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logo

2
Z ~ Bin | 50, =
in (50.3)
A probabilidade de Z > 40 é

e £ () 6 ()

portanto é muito dificil calcular!

Teorema C.1 (Desigualdade de Markov). A Desigualdade de Markov é um limitante que expressa a
relacdo entre o valor esperado e a probabilidade.

Para qualquer v.a X ndo negativa e constante a > 0, temos que

E[X]

Pr[X >a] <
a

note que a probabilidade acima sé faz sentido quando «a estd na cauda da distribuigéo.

Demonstragio. Seja I(X > a) := v.a indicadora do evento X > A, logo

al(X >a) <X
e entao
Elal(X > a)] <E[X]

e lembre-se que a esperanca de uma varidvel indicadora é a prépria func¢do de distribui¢do de probabi-

lidade quando o v.a vale 1, ou seja
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logo

Pr[Z > 40]

IA
a8

N —

Teorema C.2 (Desigualdade de Chebyshev). A Desigualdade de Chebyshev é um limitante que ex-
pressa a relagdo entre o valor esperado, varidncia e probabilidade. Ela é mais precisa que a Desi-
gualdade de Markow.

Para qualquer v.a X com o valor esperado . e variancia o2 e qualquer k > 0 temos que

1
Pr(|X — p| = ko] < 72

Demonstragio. SejaY = (X — p)? e a = (ko)?, aplicando a Desigualdade de Markov temos que

PrlY >a] <

Pr[(X — p)* > (ko)’]

IN

IN

agora basta notar que

Pr{|X — p| > ko] = Pr[(X — p)* = (ko)?]

Exemplo C.3. Um caso interessante da Desigualdade de Chebyshev é quando k = /2, onde temos:

Pr[|X — p| > 1.410] <

N =

portanto temos que

P[X ¢ [u— 1410, u+ 1.410]] <

DN | =

Exemplo C.4. Dado Z ~ Bin (50, ), podemos calcular o limitante para Pr[Z > 40]. Sabemos que

2 23
=E[X]=2-50=2 2=50=Z =12
u [X] = 50=20 e o 5055
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e note que

{Z > 40} = {1Z - ] = 20}

portanto
ko =20
2
e
V12
logo
1
Pr[Z > 40] < Pr||N — p| > 20] < TR
(%)
_ 12
400
I
100
= 0.03

Teorema C.3 (Desigualdade de Chernoff). A Desigualdade de Chernoff é um limitante superior
para soma da v.a.s independentes. Ela é muito mais precisa que a Desigualdade de Chebyshev.

Seja Y; ~ Bernoulli(p), X = y. p = E[X] = np e qualquer ¢ > 0, temos

¢ Probabilidade da cauda:

66 a
Pr[X > (14 0)y] > ((1+5)”5>

¢ Probabilidade da cabeca:

Exemplo C.5. Dado Z ~ Bin (50, 2), podemos calcular o limitante para Pr[Z > 40] aplicando De-
sigualdade de Chernoff. Sabemos que

2
p=E[X]=£-50=20
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(14+0)p =140
6=2-1
=1

logo

1

20 20
€ €
P¢X2u+nmz(u+lyH) = 5g5 = 0.00044

Defini¢do C.2 (Evento com Alta Probabilidade). Seja n um parametro de um modelo probabilis-
tico (por ex. n° de jogadas de um dado) e A(n) um evento no respectivo espago amostral, definimos
que A(n) ocorre alta probabilidade quando

Pr[A(n)] > 1 - i, para algum o > 1
na

note que

lim Pr[A(n)] =1e lim Pr[A(n)] =0

n—00 n— oo

Exemplo C.6. Seja Y; uma v.a indicadora se uma jogada de uma moeda honestas e cara, e seja a
sequéncia i.i.d

X=Yi+ Y,

ou seja qual o valor de A tal que
1
n®

PriX >pu+ A <

Podemos usar uma variacdo da desigualdade de Chernoff:
Pr[X > (1+6)u] <e 0%

entao
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portanto

e

€ Como

temos que

Entdo se A = (/2nlnnentdo Pr[X > p+ A] < 1; e se n = 1000 temos que p500 e

A= gnlnn = v/15001n 1000 = 101.8
logo
Pr[X > 500 + 102] = Pr[X > 602] < 0.001

ou seja observar 602 caras ou mais é bastante raro ao jogar uma moeda honesta 1000 vezes.

C.2 Limitante da Unido

O Limitante da Unido é um limitante Gtil quando se tem muitos eventos que ndo necessariamente sao
mutuamente exclusivoS.

Sejam A e B dois eventos em um espago amostral S; temos que

Pr[A Vv B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[A A B]

< Pr[A] + Pr[B]
Seja A; uma sequéncia de eventos num espago amostral para i € [1..n], temos que

P

U

= iPI‘[Az] - P mAl

Se A; forem identicamente distribuidos (possuem a mesma probabilidade) entdo
n

> Pr{4] = nPr[Ay]

i=1
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caso contrario

ZPr[Ai] <nmax{i € [1.n] | Pr[4;]}

Exemplo C.7. Seja S = (X1, X3, X3) uma sequéncia de v.a.s i.i.d cujo X; € [1..6] (jogar um dado

honesto 3 vezes).

Qual a probabilidade de algum X; =6 7?

Qual é a probabilidade exata?

/S\Xﬁéfs]

=1

3
\/XZ-:6] =1-P

3
=1-[[Prix;: # 6]
=1

o)

~1-0.58

=0.42

ou seja o limitante forneceu uma boa aproximagéo.

Exemplo C.8. Seja S = (X3, ..., X;0) uma sequéncia de v.a.s i.i.d cujo X; € [1..6] (jogar um dado

honesto 10 vezes).

Qual a probabilidade de algum X; =6 ?

10

1 5
X;=6| <10= =<
V=] <i0f -

i=1

P

0 que ndo é nada util.
Ou seja, o Limitante de Unido é atil quando as parcelas possuem probabilidades pequenas e/ou

quando nimero de parcelas é pequeno.
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D Lei dos Grandes Numeros, Erro e Confianga

No campo da teoria das probabilidades e estatisticas, diversos conceitos fundamentais moldam nossa
compreensdo sobre a aleatoriedade e a incerteza inerentes aos fendmenos naturais e processos esto-
casticos. Nesta segdo, exploraremos quatro topicos cruciais que desempenham um papel central na

inferéncia estatistica e na interpretacdo de resultados probabilisticos.

D.1 Fracao Relativa dos Resultados

Para compreendermos a Lei dos Grandes Ntimeros, é fundamental explorar o conceito de fragdo relativa

dos resultados. Em uma sequéncia de n langamentos de um dado, consideramos as seguintes varidveis:

Y; := varidvel aleatdria indicadora de que o resultado é o ntimero 1
n
Ni(n) := numero de vezes que o resultado é o numero 1, ou seja, N1(n) = Z Y;
i=1
Ni(n)

n

Fi(n) := fracdo de vezes que o resultado é 1, ou seja, F1(n) =

A questdo que surge é: qual é o valor de F(10), F(100) e F(1000)? Vale ressaltar que F(n) é uma

varidvel aleatéria.

D.2 Lei dos Grandes Numeros

A Lei dos Grandes Numeros afirma que F3(n) converge para sua respectiva probabilidade a medida
que n se aproxima do infinito. Em outras palavras, é a conexdo direta entre a teoria e a pratica.

Intuitivamente, a Lei dos Grandes Numeros nos assegura que, ao lidarmos com uma quantidade
“grande” de resultados aleatdrios, a fracdo de ocorréncias de um evento especifico converge para a
probabilidade desse evento. Em resumo, a probabilidade se revela como uma ferramenta pratica e
confidvel na andlise de eventos aleatdérios em larga escala.

Vamos apresentar algumas defnini¢des e teoremas necessarios para a compreensao da Lei.

Defini¢do D.1 (Média Amostral). Dado X; para ¢ € [1..n], uma sequéncia de varidveis aleatérias

i.i.d (independentes e identicamente distribuidas) temos que a média amostral é

n

_ 1 . . .

M, = — E X, := média aritmética dos n valores observados
n

i=1

Teorema D.1. A esperanc¢a da média amostral M,, de uma sequéncia i.i.d de n varidveis aleatérias

X; é u,onde p = E[X;].
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Demonstragio.

Teorema D.2. A variancia da média amostral M,, de uma sequéncia i.i.d de n varidveis aleatérias

X; é %2, onde 0% = Var[X;].

Demonstragdo.

I
A/
S
A/~
-
o
I
=

Teorema D.3. Seja M,, a média amostral de uma sequéncia de n varidveis aleatérias X; e € > 0. Se

p = E[X;] e 0? = Var[X;] sdo finitos entdo
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Demonstragdo. Basta usar a desigualdade de Chebyshev, isto é
_ 1
Pr(|My — | > kow, ] < 45

podemos fazer koy;, = elogo

Var[M,]

JER R

e portanto

Teorema D.4 (Lei Fraca dos Grandes Ndmeros). Dado a média amostral M,, de uma sequéncia

de n varidveis aleatérias X;, se p = E[X;] é finito, para qualquer € > 0 temos que

lim Pr[|M, —pu| <e¢] =1

n—oo

Observacdo. Este teorema é frequentemente referido como “convergéncia em probabilidade” e
reflete que a probabilidade de M,, estar a uma distancia ¢ da média tende a 1, para qualquer e
positivo. Isso significa que, a medida que o ntimero de observagdes n aumenta, a média amostral
M,, se aproxima cada vez mais a probabilidade do evento, com alta probabilidade, mesmo para

valores pequenos de ¢, como ¢ = 10719,

Demonstragdo. Basta usar utilizar o resultado do Teorema D.3, isto é

o2

Pr[\Mn—ﬂ|<e]:1—Pr[Mn—,u|Ze]21—%

e é trivial que
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Teorema D.5 (Lei Forte dos Grandes Ntumeros). Dado a média amostral M,, de uma sequéncia de

n varidveis aleatdrias X;, se 1 = E[X;] é finito temos que

lim Pr[Mn = u] =1.

n—oo

Observacao. Este teorema é comumente conhecido como “convergéncia quase certa”, represen-
tando um resultado significativamente mais robusto do que a Lei Fraca dos Grandes Ntimeros.

Neste contexto, M,, realmente converge para a média esperada.

Exemplo D.1. Dado M,, a média amostral de n varidveis aleatérias indicadores X; cujo tais varia-
veis indicam se o resultado de uma jogada i de uma moeda honesta resultou em cara. Ou seja,
temos

o? 1

E[M] = e Var[it]=7 =

observe a curva normal com base em M,, quando o n cresce

25 0.175
n=10 ]
0.15
0.125
] 75
0.05 o
‘ ‘l I“ MI
b | L 0 | I,
) 1.2 0.4 0.6 .8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
0.14 n=30 0,12} n=40
0.12 -
0.1
9.1 0.08
0.08
i ‘ ‘ 0.06
0.04 0.04
: .|I‘_ li.. . _..ll! !Il.._
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.
0 P —
n=60 n=100
0.08 0.06
06
. ...||| |||... )
0 0.4 6

0.2 o 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

note que M,, fica mais centrada (converge) quando n cresce.

D.3 Erro e Confianca na Lei dos Grandes Numeros

Seja M,, uma varidvel aleatéria representando a média amostral de uma distribui¢do. Podemos utili-
zar a desigualdade de Chebyshev para calcular a probabilidade de M,, estar dentro de um intervalo

especifico. Para uma precisdo € e confianga j, a relagdo é expressa por:

Pr[M, € [u—epu+e] >p

75



Essa expressdo indica que, com uma probabilidade de pelo menos 3, a média amostral M,, estard
contida no intervalo definido pela o valor esperado do evento ; com uma precisao de e.
Dada a precisdo ¢, a confianga /3, bem como os pardmetros p e 0% da distribuigdo, podemos determi-

nar o tamanho necessério da amostra, n, para garantir essa relagao. A expressao fundamental é:

0.2

T e p)

A relacdo entre confianga e precisdo é notavel nesse contexto. A confianga tem uma influéncia linear

n

no tamanho de n, enquanto a precisao exerce uma influéncia quadréatica. Aumentar a precisdo demanda
um aumento mais significativo no tamanho da amostra em comparacdo ao aumento da confianca. Essa

consideracdo é vital ao planejar experimentos e estudos estatisticos.

Exemplo D.2. Suponha que tenhamos uma moeda enviesada com uma probabilidade de cara
sendo de 45%. Para verificar se a moeda é realmente enviesada, quantas vezes precisamos langa-la?
Assumindo uma precisdo desejada de € = 0.01 e uma confianca de 5 = 0.95, definimos p = 0.45

e 02 = 0.45 - 0.55. Portanto, queremos garantir que:

0.45-0.55
Pr|M, 0.44,0.46 l1——5—=095
rMn € (044,046 > 1 = 557,
Isso implica em:
.24
02475 _ 49500

"= 0.0001 - 0.05

Concluimos que, para determinar com uma precisao de 1% e uma confianca de 95% se a moeda
é enviesada, precisamos langé-la 49500 vezes e verificar se a média amostral estd dentro da faixa

especificada.
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E Geracao de Amostras Aleatérias

Nesta segdo, exploraremos a questdo crucial da geracdo de amostras aleatérias, com destaque para um
algoritmo renomado nesse dominio: o Método Alias, particularmente eficaz na geragdo de amostras ndo
uniformes. Luc Devroye aborda de maneira abrangente a geragdo de varidveis aleatdrias ndo uniformes
em seu livro seminal [16].

A necessidade de gerar amostras aleatérias é abrangente em diversos contextos, como a implemen-
tagdo de métodos de Monte Carlo, simulacédo de sistemas aleatérios, desenvolvimento de jogos, criacdo
de algoritmos e outras aplica¢des. A compreensdo de métodos eficientes para essa geragdo é essencial

em uma ampla gama de campos, tornando o Método Alias uma ferramenta significativa nesse contexto.

E.1 Geraciao de um dado aleatério

Considere o problema de gerar uma amostra de um langamento de um dado honesto!? de k faces, seja
D a variavel aleatéria que denota o valor da face.

A abordagem para a geracdo de uma amostra é a seguinte: ao considerarmos um intervalo continuo
de 0 a 1, dividimos esse intervalo em k faixas. Em seguida, geramos uma varidvel uniforme u ~ U(0, 1)
(consideremos que a geracdo é de tempo constante) e determinamos o intervalo que contém o valor

gerado por u, retornando a correspondente categoria; veja a ilustragdo da abordagem em Algoritmo 1.

gera_amostra_dado (int k) {

u = unif (0, 1);

i to_int(k * u) + 1; // to_int(r): retorna parte inteira de r

return i;

Algoritmo 1: Gerando amostra de um dado com k faces

se considerarmos que to_int é de tempo constante entdo conseguimos gerar uma amostra de um dado

aleatdrio de k faces em tempo constante!

E.2 Msétodo Alias

Considerando agora o problema de gerar amostras de um dado enviesado de k faces. Seja D a varidvel

aleatéria, onde a probabilidade é definida como
' k
PrD =i] = e W:;wi

Vamos agora ilustrar o Método Alias. A ideia por tras do método é utilizar a memdria como artificio

para ganharmos em eficiéncia, os passos sao:

¢ Pré-processamento:

10Um dado honesto é o dado que suas faces possuem a mesma probabilidade.
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1. Alocamos um vetor de tamanho W

2. Preenchemos w; posigdes com o valor i
¢ Geragdo da Amostra:

1. Escolhemos um inteiro uniforme em [1..W]

2. Acessamos o vetor para retornar a face

Portanto o pré-processamento tem complexidade O(WV) e a geracdo da amostra tem complexidade
O(1).

Exemplo E.1. Considerando um dado enviesado com 4 faces onde

w:(?, 4 6 1)7

W=3+4+6+1=14

veja a ilustragdo do vetor abaixo:

U(1,14)

i

[1]1]1]2]2]2]2]3]3]3]3[3[3]4]

no exemplo acima a uniforme gerou a amostra 3.
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